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Vorwort des Herausgebers. 

Die nachfolgende Uebersetzung ist vorzugsweise durch 
die Aufforderung des Herrn Professor Grüner t im Archiv 
der Mathematik und Physik Th. XXXIX Heft 3 Litr. Ber. 
CLV. veraniaszt worden, in weichem dieser ausgezeichnete 
Gelehrte folgendermaszen urteilt: 
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Sollten wir nun unser Urtheil in der Kürze noch im All- 
gemeinen aussprechen, so würden wir dasselbe in den Wor- 
ten zusammenfassen: das8 wir das vorliegende schöne Werk 
für ein vortreffliches^ sehr vollständiges^ in seiner Art jetzt 
einzig dastehendes Lehrbuch der rein geometrischen Theorie 
^^der ebenen Curven halten^ durch welches ein Jeder in den 
^^Siand gesetzt wird^ sich mit Leichtigkeit und grosser Be^ 
^^friedigung eine vollständige Xenntniss des betreffenden 
^^Gegenstandes zu verschaffen. Der Herr Verfasser verdient 
,,für die Pubiication dieses Werkes jedenfalls den grössten 
,,Dank und wir würden eine sofortige Uebersetzung dessel- 
^^ben ins Deutsche für ein überaus verdienstliches Unter- 
^^nehmen und eine wahre Bereicherung unserer Literatur 
^^halten,'''' 

Eine Rücksprache darauf hin mit dem Verleger des Ar- 
chivs hatte das hier vorliegende Unternehmen zur Folge. 
Herr Professor Cremona erlaubte mit der gröszten Bereit- 
willigkeit die Uebersetzung des Werkes und hat einige Partien 
desselben für die deutsche Ausgabe einer nicht unwesentli- 
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chen Aenderung imterzogen. Diese Aenderungen betreffen 
die Curvenreiheo vom Index n. Der Erfinder der Haupsätze 
über diese Gebilde, Herr E, de Jonquidres^ Commandant 
der Fregatte Le Bertoiet vor Vera Cruz, hatte nämlich in 
dem Giornale di Maiematiche ad uso degli studentt delle 
Univeraitä Italiane durch einen Brief an den Herrn Verfasser 
diese Sätze einer nicht unwichtigen Einschränkung unter- 
worfen, und es konnten eben deshalb diese Teile des Wer- 
kes in ihrer ursprünglichen Gestalt nicht bestehen bleiben. 
Eine Vergleichung mit dem Originale wird am ersten die 
Wichtigkeit derselben hervortreten laszen. Die am Schlusze 
beigegebenen Zusätze und weiteren Ausführungen sind ebenso 
die Frucht einer genauen Revision des Werkes durch den 
Verfaszer und einen befreundeten englischen Mathematiker 
Dr. Hirst, Durch die lange Verzögerung des Druckes ist 
es auch möglich geworden, im Haupttexte die neuesten Pu- 
blicationen des Herrn Professor Chasles zu Paris und an- 
dere neuere Arbeiten benutzen zu können, und dadurch teil- 
weise Verbeszerungen anzubringen. 

Im üebrigen ist das vorliegende Werk eine treue üeber- 
setzung des Originals mit einigen wenigen, der Consequenz 
wegen eingeführten und vom Autor gebilligten Aenderungen 
der Bezeichnung. Wo z. B. in dieser Uebersetzung die Schwa- 
bacher Schrift zur Anwendung gekommen, hat das Original 
gl'osze lateinische Buchstaben gewählt. Da aber in den übri- 
gen Partien diese Buchstaben gattung nur Linien, nie Puncte 
bezeichnete, so hielt ich mich zu dieser Vertauschung für 
ebenso berechtigt, als verpflichtet. Aus dem gleichen Grunde 
habe ich für die Coefficienten überall, wo sie im Originale 
nicht zur Anwendung gekommen, griechische kleine Buch- 
staben einzuführen mir erlaubt. 

Die Orthographie mag Manchem anstöszig sein. Ich 
hatte die Absicht, dieselbe in die gewöhnliche umzuändern, 
als mir von den beiden ersten Bogen die Aushängebogen 
zukamen, und ich also ohne grosze Opfer des Verlegers eine 
Aenderung in dieser Beziehung nicht mehr ausführen konnte. 
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Schlieszlich sag^e ich noch dem Herrn Professor Grunert^ 
der mir mit liebenswürdiger Bereitwilligkeit die Benutzung 
seines Dedicationsexempiars des Originals für die lieber- 
Setzung gestattete, sowie dem Herrn Stud. math. Thiel zu 
Greifswald, der Ton dem vierten Bogen an die ersten Cor- 
recturen besorgt hat, und der Verlagshandlung für die Be- 
reitwilligkeit, mit der sie meine Wünsche in Betreff der 
Ausstattung genehmigte, hiermit meinen aufrichtigen Dank. 



Thorn im September 1864. 



Der Vebersetier. 
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^Feut donc qui voudra, dans l'etat 
actuel de la science, generaliser et cr^er 
cn geom^trie : le g^nie n'est plus indispen- 
sable pour aj outer une pierre k T^difice.^ 

[^Chasles, Aper^ kistorique, p, 269.] 

Der Wunsch, durch rein geometrische Methoden die 
Beweise der so wichtigen Sätze zu finden, weiche der be- 
riihmte Steiner in seiner kurzen Abhandlung ^^Allgemeine 
Eigenschaften der algebraischen Curven'-^ {Cr eile ^ T. 47) 
ausgesprochen hat, iiesz mich Untersuchungen anstellen, von 
denen ich hier eine, wenn auch unvollständige Probe gebe. 
Aus einigen wenigen Eigenschaften eines Systems von Puncten 
in gerader Linie habe ich die Theorie der Polaren in Be- 
zug auf eine Curve von beliebiger Ordnung abgeleitet, eine 
Theorie, die sich mir so fast von selbst darbot und sich so 
reich an Folgerungen zeigte, dasz ich mich überzeugt hal- 
ten muszte, in ihr die in Wahrheit natürlichste Methode für 
die IJntersuchung der ebenen Curven erhalten zu haben. 
Der einsichtsvolle Leser wird beurtheilen können, in wie weit 
ich mich auf das Wahre gestützt habe. 

Der Teil meiner Untersuchungen, den ich hiermit ver- 
öffentliche, ist in drei Abschnitte geteilt. Der erste dersel- 
ben liefert an sich nicht viel Neues, aber ich glaubte, dasz 
es, auszer der Darlegung der Fundamentallehren, die im 
Wesentlichen die Methode, deren ich mich im Folgenden 
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bediene, ausmacheD, dasz es da, sage ich, nicht ohne Nutzen 
sein würde, die wesentlichsten Eigenschaften in Bezug auf 
die Durchschnittspuncte und die Beschreibung^ der Curven 
zusammen zu steilen, damit der junge Leser Alles, was zum 
Verständnisz meiner Arbeit nötig ist, hier selbst vorfinde. 

Der .Theorie der Polaren ist der zweite Abschnitt ge~ 
widmet. In ihm entwickle und beweise ich mit einfachen, 
und gleichmäszigen geometrischen Methoden nicht allein die 
Sätze Steiners^ die er ohne Beweis ausgesprochen hat, son- 
dern auch eine bedeutende Zahl anderer, teils neuer, teils 
schon Ton den berühmten Geometern Plücker^ Cayley^ 
He 8 86^ Clebsch^ Salmon und Anderen mit Hilfe der al- 
gebraischen Analyse bewiesener Sätze. 

In dem letzten Abschnitt endlich wende ich die alige- 
meine Theorie auf die Curven dritter Ordnung an. 

Auszer den Werken der oben genannten Geometer habe 
ich noch die Ton Mac/at^rm, Carnot^ Poncelet^ Cha8'- 
les^ Bobillier^ Möbius^ Jonquidres^ Bischof f m. h.. 
benutzt, deren Studium ich das, was etwa an meiner Arbeit 
Gutes sein sollte, zuschreiben musz. Sehr würde es mich 
freuen, wenn dieselbe in Etwas dazu beitragen könnte in 
Italien die Liebe zu den Betrachtungen der rationellen Geo- 
metrie immer mehr zu verbreiten. 
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Das anliArmoniselfte #deir das 0oppelirerliftltol0z» 

1. Doppelverhältnisz von vier Puacten. Es seien 
in gerader Linie vier Pancte a, b, c, d gegeben. Die beiden 
Puncte a und b bestimknen in Bezug auf den Punet e zwei Ab- 

schnitte; das Verfaältnisz derselben ist ausgedrückt durch -r* 
In Bezug auf den Punct d entsteh«» ebenso zwei Abschnitte, 

deren Verhältnisz in ähnlicher Weise durch ^ ausgedrückt 

wird. Den Quotient dieser beiden Verhältnisze : 

^^ad 
cb' db 

nennt man das anharmoniseke*) oder DoppelverhäUfä8% der 
vier Puncte a, b, c, d und bezeichnet dasselbe durch das Sym- 
bol (abed)**). Durch Vertanschung der Reihenfolge, in welcher 
die gegebenen Piincte betrachtet werden, entstehen vieitmd- 
zwanzig Doppelverhiiltnisze, ebensoviel als die Permutations- 
zahl von vier Elementen beträgt. Es ist aber: 



*) Chasles, Aper^ historique sur Vorigine et le diveloppement des me- 
thodes en g€om€trte (pr^sent^ k rAcademie de Broxelles en janvier 1880). 
BrnxeUes 1837, p. 84. — Deutsch von Sohnke, Halle, Gebauersche Bnch- 
handliing. 1839. 

*♦) Mob tu 8, der barycenirische Cdlcul, Leipzig, Barth. 1827. S. 244 
ff. — Witzschel, Grundlinien der neueren Geometrie, Leipzig, Teubner. 
1858. 'S. 21 ff. 
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ac ad öd öc ea eb db da 

_^__ • ^__ _^ __^ • • „^.^ ___ • _.^ ____ • _^ 

eb' db da' ca ad' bd bc' ac* 



das beifizt: 



ir». 



(abed) = (bade) = (ed^ib) = (d^o^) , 



80 dasz voD diesen vierandzwanzig Doppelverhältniszen je vier 
einander gleich, und daher nur sechs onter ihnen wesentlich 
von einander verschieden sind. Dies sind die folgenden: 



{ 



(abed), (aedb), (adbe)y 
■ (abde), (aebd), (adeb). 



Nun ist: 



(ac , ad\/ad . ae\ . 
cb''dbj\db'cbj^ ' 



oder in anderer Bezeichnung: 

(abed)(abdc) = 1, 

und dem analog: 

(acdb)(aebd) = l j 
(adbe)(adcb) = 1 , 

das heiszt, die Doppelverhfiltnisze (1) sind je zwei und zwei, 
wie sie untereinander stehen, reciprok, in der Art, dasz, sobald 
wir die drei Verhältnisze 

(abed), (aedb), (adbc) 

als die €hrundverhäitnis%e betrachten, die drei übrigen ihre re- 
ciproken Werte darstellen. 

Für jede vier Puncto a, b, e, d in gerader Linie ist bekannt- 
lich die Gleichung 

bc.ad+ ca.bd-i-ab.cd = 

erfüllt, aus der durch Division mit be.ad 

ca db ab äc ^ . 
bc'ad^ bc' ad''^' 



das heiszt: 



(abed) + (aedb) = 1 
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entsteht. Ganz ebenso findet man: 

{acdb) + {adcb) = 1 , ' 
{adbc) + (abdc) = l , 

so dasz immer je zwei der DoppelverfaSltnisze in (1) die Ein- 
heit zur Summe haben. Man hat diese complemeniäre Doppel- 
rerhälifdsze genannt. 

Das Vorhergehende setzt uns in den Stand, wenn eins der 
sechs Doppel verhältnisze in (1) gegeben ist> die übrigen ßinf 
zu bestimmen. Setzen wir z. B. (aöcd) = A/so ist der reciproke 

Wert (aödc) = y» die Gomplemente dieser beiden liefern 

it— 1 

(aedö)=i 1 — ly (adbc):=: — r— und die reciproken Werte dieser 

Ar 

1 k 

letzteren geben endlich (acdö)=^YZIi ""^ (adcb)=:j—^' 

2. Doppelverhältnisz von vier Geraden. Verbinde.t 
man in Fig. I. die gegebenen Puncto a, b, c, ä mit einem belie- 
bigen fünften Puncte 0, der auszerhalb der Geraden ab gelegen 
ist, so nennt man die vier Geraden, die durch o und bezüglich 
durch a, b, c, d gehen^ ein Siralenbüschei, und bezeichnet das- 
selbe durch o(a, b, c, d). Nun hat man in den Dreiecken aoc 
und cob: 

\ac ,ao ^_^ain aoc 
cb' bo sin cob * 

und ähnlich mittelst der Dreiecke 4Wd und dob: 

ad ^ao smaod 

db' bo sin dob ' 

folglich : 

ac ad sin aoc sin aod 
cb' db sin cob ' sin dob * 

Bezeichnen wir die vier Stralen des Büschels o(a, b, c, d) 
bezüglich durch A» B, C,D; durch AC, CB,AD,DB die von ihnen 
eingeschloszenen Winkel, so geht obige Gleichung über in: 

ac ^ad sin^(? ^sinii/> 

cb'db^ sin CB ' aiuDB' 
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was wir für das Folgende kurz auf symbolische Weise durch 

' (abed) sss sin (ÄBCD) 
bezeichnen wollen. 

Die rechte Seite dieser Gleichung nennt man dtut Dc^el^ 
verAättnUn der frier gnaden A, B, C,D und hat also den Sati: 

Lehrsatz I. Das DoppeiverhälinU% von vier Siralen 
Ä,B,C,D, weiche sieh in einem Punete o schneiden, ist 
ffieick dem Doppelverhälinis% der vier Punete a,h,e,d, in 
denen diese von einer beliebigen Transversale eesehnU- 
ten werden* 

Hieraus folgt noch^ dasz fiir eioe zweite Transversale, welche 
die Tier Stralen A^ B, C, D bezüglich in o', 6', r', if 'schneidet, 
das Doppelverhältnisz dieser vier Punete gleich dem der vier 
Durchschnittspuncte der ersten Transversale a,b,c,d ist, und 
umgekehrt; zieht man durch die Punete a,b,c,d vier andere 
Stralen, A\ B\ C, D', die sich in o' schneiden, so ist das Dop- 
pelverhältnisz der vier Stralen ii', B*, C> D' gleich dem der vier 
Stralen A, B, C, D, 

3. Construction des vierten Punctes und vierten 
Strales. 

Lehrsatz IL liegen die vier Puncie a,b,c,d in einer 
Geraden, und die drei Puncie af,b',& in einer zweiten, so 
gibt es nur einen einzigen Punet if in dieser mveiten 
Geraden, für den 

(afb'c'd')==^{abcd) 
wird. 

Dies ist augenblicklich klar, sobald man beachtet, dasz der 
Abschnitt a'b' durch den Punet d' so geteilt werden musz, dasz 



a*d' __ /flrf . ac\ fl^' 
d'b' "" \bd ' cbj ' c'b' 



ist. 

Lehrsatz III. Fallen daher die Punete a und a* vu- 
sammen (Fig. IL), so sehneiden sieh die Stralen bb*,cc',dd' 
in demselben Punete o* 
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Umgekehrt gut der 

Lehrsatz IV. Sind für %wei Stralenöüßchel Ä,B,C,D, 
und A\B*y C, jy, deren mttelpunete befiüglich o und o' seien, 
die beiden Doppelverhältnie%e 

8in {ABCD) = s\n(A'B'Ciy), 

80 Hegen, wenn die Stralen Ä und Ä' wusammeftfällen, so 
das% also A und A' sowoi dur^h q als durch o* gehen, die 
drei Puncie B'B',C'C',DD* in einer geraden Linie. 

Liegen a, b, c, d in einer Geraden ; af, b*, c*, d* in einer zwei- 
ten (Fig. III.), und 3ind die Doppelverhältnisze (ßbcd) und (a'b'c'd^ 
einander gleich^ so haben nach Nr. 2 auch die beiden Stralen- 
biischei alaffb^&fd*) und a'(a» 6, c^df) gleiche Doppelverhältnisze. 
In diesen beiden Strahlenbiischeln fallen die entsprechenden 
Straten aa' und a^a zusammen; und folglich liegen die Pupcte 
(ab^'a'b), (ac''äfc) und (ad^'a'd) in «iner geraden Linie. Pi^se 
Eigenschaft gibt ein einfaches Mittel an die Hand> den Punqt 4' 
zu construieren^ wenn a,b,c,d und a*,b\c*Jld^y gegeben sind. 

In ähnlicher Weise Itist man das entsprechende Problem 
für zwei 8tralenbuschel von je vier Stralen. 

4. Harmonische Punete und Stralen. Ist das Dop- 
pel verbal tnisz 

(«dcrf) = — 1, 

so nennt man die ,vier Punete a, b, c, d harmonische Puncie. 
Naturlich ist dann auch 

(bade) :3z(edab) =2 (dcba) = (abdc) ^ 
= {paed) = (cdbii) = (dcab) = — I . 

Die Punete a, b und c, d heissen cofijugierle oder %ugeord' 
nete harmotiische Puncie*), .^ 

Liegt der Punct d im Unendlichen, so Ist der GrenzTvert 

des VerhfiUniszes ^ = '~~ ^ 9 ^^"^ ^^Ig^ ^^^^ ^^^ ^^^ Gleichung 



*) Der Puqct b ist dem Functe a harmonisch oonjugiert ia Bezug aaf c 
und d und umgekeUit. 
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(aöcd) = — 1 augenblicklich ^ = 1, das heiszt, c ist der Hai- 
bierungspunct des Abschnittes ab. 



Die Gleichung 



oder auch 



(abcd) = — 1 , 



ac ad ^ 
-- 4- -- = 
cö^ db ^ 



zeigte dasz^ wenn einer der beiden Puncte* c, d, z. B. c» zwischen 
a und ö liegt, der zweite Punct d auszerhalb des endlichen 
Abschnittes aö fallt, dasz ferner, wenn a und 6 zusammenfallen, 
auch c mit denselben zusammenfällt, und dasz, wenn a und c 
zusammenfallen, auch d und a zusammenfallen. 

Die harmonische Gleichung individualisiert also den vierten 
Punct, sobald die drei übrigen gegeben sind, fallen diese aber 
zusammen, so ist die Lage des vierten Ponctes unbestimmt. 

Dem entsprechend heiszen vier Stralen A,B, C,D, die sich 
in einem Puncte schneiden, harmonische Stralen, wenn 

Bm{ÄBCn) — ~\ 

ist, das heiszt, wenn sie von einer beliebigen Transversale in 
vier harmonischen Puncten geschnitten werden. 

5. Harmonische Eigenschaften des vollständigen 
Vierseits. Es sei (Fig. IV.) ein vollständiges Vierseit gege- 
ben, das heiszt, ein System von vier Geraden, die sich zu zwei 
und zwei in sechs Puncten a, b,c; a', ö*, c', schneiden. Die drei 
Diagonalen aaf, bb* ec' bilden ein Dreieck (Cbt* Bezeichnen wir 
durch X den zugeordneten harmonischen Punct von ^ in Bezug 
auf c und c' ; den zu c zugeordneten harmonischen Punct in 
Bezug auf b und b' durch y, so musz sowol der zu aa' in Be- 
zug auf acb' und ac'b zugeordnete harmonische Stral, als auch 
der zu c^a in Bezug auf a'bc und a*b'& zugeordnete harmonische 
Stral durch x und |f gehen. Diese beiden Puncte fallen daher 
mit a, dem gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte der Diago- 
nalen, zusammen, und damit ist bewiesen, dasz jede Diago- 
nale durch die beiden andern harmonisch geteilt wird. 
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Hieraus er^bt sich eine einfache Regel zar Construction 
eines der vier harmonischen Puncte ^jt^öyö^ wenn die drei 
übrigen gegeben sind. 

Eine ähnliche Beziehung findet fBr das eoiiständige Vier- 
eck (System von vier Puncten, die zu je zwei in sechs Geraden 
liegen) statt, und liefert das Mittel zur Construction eines har- 
monischen Stralenbüschels. 

6. Bedingung, dasz vier Puncte harmonische sind. 
Vier Puncte %, m^ m^, m^ einer Geraden können, indem man 
sie alle auf einen fünften Punct o derselben Geraden bezieht, 
durch eine Gleichung des vierten Grades von der Form 



(2) a.om'^ + iß.om^ + ^.onfi + iö.om + BtizO 

repräsentiert werden. Die vier Wurzeln derselben kanh man 
nämlich als die vier Abschnitte 

onii, om2, om^, om^ 
auffaszen. 

, Ist nun das Doppelverhältnisz (mi^Mta^t«) der negativen 
Einheit gleich, sö ist: 

das heiszt, wenn wir für die Abschnitte 

i^i^s, m^mg^y m^nhy m^i 

die Differenzen 

einführen und auf die bekannten* Relationen zwischen den Coef- 
ficienten und den Wurzeln einer Gleichung Bezug nehmen: 

* 

€t{omi.om^ + o/Wg . öi»4) — 2y = 0. 

Dem entsprechend folgen aus den Gleichungen 
{miin^m^m^ = — 1 , {mifn^m^m^) = — 1 
die Relationen: 

a(qmi .om^ + om^.om^'^^ = 0, 
u{omi • om^^ + om^ . am^ — 2y = 0. 
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Doreb MoltipllcatioD dmw drei GMcbo^w vb^tw wir 
die DoCweadig«, aber anch biweicbesdeBediii^agvgleiebai^ d«* 
ffir, daaz eins der drei Svstene 



(«|M|IM,fl|ft), (MjflblNltMaK (>h»4PV%) 

•ID harmoniscbes System won Poocteo darstellt Die Endglei- 
ebang ist fUr die Abscfaaitte OMi, am^, am,, om^ symmetrisch, 
man kann sie also nor mittelst der Cocflicienten der deichang 
(2) darstellen. Wir erhalten so: ^ 

als Bedingang« dasz die darch Gleichaog (2) gegebenen Pnnete in 
beliebiger Ordnung genommen ein harmoniscbes System bilden*). 



§2. 
PraJecÜTisctae Pnnctr^tlfteA iiii€ Siralenlhttacliel. 

7. Erklärung projecti vischer Gebilde. Wir bezeicb* 
nen durch den Namen einer Puncireihe eine Folge von Pnne* 
ten, die in derselben Geraden gelegen sind, und durch Stro' 
ienöüechel eine Folge von Geraden, die, in derselben Ebene 
gelegen, durch denselben Punct geben. Diesen Punct selbst 
nennen wir MUelpunet oder Cenlrum des Stralenbfischels**). 
Punctreihe und Stralenbiiscbel faszen wir unter dem Namen 
Geometrisches Gebilde zusammen, und verstehen unter ffemen/ 
eines geometrischen Gebildes die einzelnen Puncte, oder die 
einzelnen Straten, aus denen eine Punctreihe oder ein Stralen- 
böscbel zuaanimengesetzt ist. 

Zwei geometrische Gebilde heis%en projeciivisch, wenn 
%wischen ihren Elementen eine solche Relation besteht, das% 
Jedem Elemente des einen Gebildes ein einziges bestimmtes 
Element des andern Gebildes entspricht, und einem jeden Ele- 
ment dieses %iüeiten Gebildes ebenso nur ein bestimmtem ElC' 
ment des ersten Gebildes^**). 



•) SalmoHy Leasons introductory to the modern higher ßlgebra, Dublin 

1859. p. 100. 

**) Bellavitiif Geotnetria descrittha, Padova 1851, p. 75. 
***) Chaslea^ Principe de corrsMpondance entre deux objets vcuridbUs etc. 
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So bilden z. B., wenn ein Straienbdschel durch eine belie- 
bige Transversale geschnitten wird, die Durchschnittspancte eine 
projectivische Punctreihe des Stralenbüschels. 

Ans obiger Definition folgt offenbar: 

Lehrsatz I. Zwei Gebilde, die beide in Be%ug im f ein 
drittem projeetivisch sind, sind auch unier sich projecti- 
visch, 

8. Gleichheit der Doppetverhältnisze. Betrachten 
wir zuerst zwei gerade Punetreihen. Es seien J und / zwei 
feste Puncto in jeder der beiden Geraden je einer, so ist jeder 
Punct m der ersten Geraden durch den Abschnitt ^m, jeder 
Punct m* der zweiten Geraden durch den Abschnitt fm* voll- 
ständig bestimmt. Sind nun die beiden Punetreihen projectivisch 
und m und mf einander entsprechende Puncto, so wird zwischen 
den Abschnitten jm und fm' eine Relation bestehen, die in Ge- 
mSszheit unserer Definition projectivischer Gebilde die Form 

(1) « .JmJ'm' + KJm + ^/w' + v = 

haben rousz, wobei »,X,ii,v constante Coeflficienten bedeuten. 
Diese Gleichung läszt sich vereinfachen, wenn man*die Anfangs- 
puncte J und f angeroeszeo bestimmt Ist J der Punct der ersten 
Punctreihe, deszen entsprechender Punct der zweiten Punct- 
reihe im Unendlichen liegt, so musz dem Abschnitte ^im =: 
der Abschnitt fm' = op entsprechen, ea musz also f& = sein. 
Ist ebenso f der "Punct der zweiten Punctreihe, dem der un- 
endlich entfernte Punct der ersten Punctreihe entspricht, so 

musz auch A gleich Null sein, und die Gleichung (1) geht aber in: 

# 

(2) Jm.fm'=zK, 

wo it eine Constante bezeichnet. 

Es seien a^b, C»d vier Puncte der ersten Punctreihe; a', b\ 
&, d* die vier entsprechenden Puncte der zweiten, dann folgt 
aus Gleichung (2): 



(Comptes rendu8,de TAcad^mie de France, 24. d€cembre 1855). — Bat- 
taglini, Sulla dipendenxa scamhievole deüe ßgure (Memorie delle B. Acca- 
demia delle science, vol. 2. Kapoli 1857, p.XXI u. p. 188). 
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und daher: 



^«'=1- ^'"-k 



ja. je 



Für c'6', a'^', ^'6' findet man entsprechende Werte und 
hieraus : 

af& . af^ ^ . ^ 

das heiszt; 

' {a*b*&d')=:{abcd). 

Es sei zweitens ein Stralenbüschel und eine ihm projecti- 
vische Punetreihe gegeben. Wir ziehen eine beliebige Trans- 
versale welche nach Nr. 7. das Stralenbuschei in einer projec- 
tivischen Punetreihe schneidet, die nach derselben Nummer der 
ersten Punetreihe ebenfalls projectivisch ist. Sind a, b, c, d 
vier Puncto der gegebenen Punetreihe; A, B, C, D die ihnen 
entsprechenden Stralen des Buscheis; a*, b% c*, d* die Puncte, 
in welchen die Transversale diese vier Stralen schneidet, so ist 
nach dem Vorhergehenden: 

jia'b'&d') = (abcd). 
Aber nach Nr. 2. ist auch : 

(afb'&d') = sin (ABCD), 
folglich : 

(abcd) = sin {ABCD). 

Seien endlich zwei projectivische SiraldMüschel gegeben. 
Wir schneiden sie durch zwei Transversalen (oder auch nur 
durch eine einzige). Es entstehen dadurch zwei Punctreihen, 
die bezüglich zu den Stralenbuschei n projectivisch sind und also 
auch projectivisch unter sich. Bezeichnen A, B, C, D vier Stra- 
len des ersten Büschels^ A*, B', C, D' die vier entsprechenden 
Stralen des zweiten; a^ b, c, d und c^ b* & d* bezuglich die 
Durchschnittspuncte dieser Stralen mit den beiden Transver- 
salen, so ist, weil beide Punctreihen projectivisch sind, 

(a'b*c*d') = [flJbed). 
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Nach Nr. 2 ist aber : 

(afb^&d") = 8in(Ä'B'CD% 
(aöed) = &in (ÄBCD); 
also : 

sin U'B' CD') = sin(ii5CÖ). 

Alles zusammengenommeD ergibt den Satz: 

Lehrsatz II. Das Doppelverhäitnis% aus vier beliebt" 
gen Elementen eines geometrischen Gebildes ist gleich 
dem Doppelverhältnis% aus den vier entsprechenden Ele^ 
menten eines ihm projectivischen geometrischen Gebildes. 

Um also zwei projectivische Gebilde zu entwerfen, reicht 
es hin, drei der Elemente und die drei entsprechenden nach 
Willkür zu wählen, z. ß. die Punctpaare a, af\ b, b'\ c, &. Jedes 
weitere Element« des einen Gebildes, z. B. m, bestimmt dann 
das entsprechende Element des anderen Gebildes m' aus der 
Gleichheit der beiden Doppelverhältnisze (atV&m*) =; (abcm). 

9» Projectivische Punctreihen auf einer Geraden. 
Legen wir zwei projectivische Punctreihen auf einander, oder 
haben wir zwei projectivische Punctreihen auf derselben Gera- 
den, was wir z. B. durch Durchscbneidung zweier projectivischer 
Stralenbäschel durch eine einzige Transversale bewirken kön- 
nen, so ist nach Gleichung (2) in Nr. 8 die Projectivität dieser 
Punctreihen ausgedrückt durch: 

« 

ßn.fm' = X 

Mittelst dieser Gleichung wollen wir untersuchen, ob es. 
einen Punct m gibt, der mit seinem entsprechenden Punct m' 
zusammenföllt. 

Denken wir uns die beiden Punctreihen durch, gleichzeitige 
Bewegung zweier entsprechender Puncte m und m' entstanden, 
80 werden sich diese Puncte offenbar in demselben Sinne oder 
in entgegengesetztem^ bewegen, je nachdem die Constante n 
negativ oder positiv ist. ; 

Es sei zuerst x>0. Offenbar kann man in diesem Falle 
auf der Verlängerung des Abschnittes fj einen Punct e bestimm 
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'inen, so dasz Je.fe=zK ist. Nehmen wir dann auf der Verlän- 
gerung von Jlf' einen Ponct / so an, dass seine Entfernong von 
/ gleich der Entfern ting des Pnnctes e von J ist, so ist auch 
Jf.ff=: K, und es fallen daher die Poncte e und /; als Elemente 
der einen Punetreihe betrachtet, mit den ihnen entsprechenden 
Elementen der zweiten Punetreihe zusammen. 

Sei zweitens » = — l^. In diesem Falle können die heiden 
Puncte m und m' nur zusammenfallen, wenn sie zwischen y und 
f liegen. Es handelt sich also in diesem Falle nur darum, den 
Abschnitt Jf' in zwei andere Abschnitte zu teilen, so dasz ihr 
Product gleich X* sei. Ist nun 2X <^Jf, so sind e und f, die 
Fuszpuncte der Perpendikel auf J[f, welche durch den Halbkreis 
über Jf* als Durchmesser und Jf begränzt gleich l sind, zwei 
der Aufgabe entsprechende Puncte. Ist 21 = Jf, so föUt nur 
dei* Ualbierungspunct von Jf mit seinem entsprechenden Puncte 
zusammen. Ist endlich 2A>j(/' so hat die Aufgabe kerne reelle 
Auflösung. Hieraus folgt: 

Lehtsatz HI. Werden %wei proJecHvische Punctreihen 
aufeinander gelegt, so haben sie immer %wei gemein- 
schaftliche {reelle, imaginäre oder zusammenfallende) 
Puncte, die gleichweit vom Haläierungspuncte des Ab- 
Schnittes Jf abstehen. 

Da die gemeinschaftlichen Punkte höchstens zwei sein 
können, so folgt aus dem Obigen noch, das?, wenn zwei pra- 
jectivische Punctreihen aufeinandergelegt drei einander entspre* 
chende Puncte gemein haben, dieselben identisch sind. Wirk- 
lich föUt nach den» Früheren, wenn 

{abcm) = (abcm') 

ist, der Punct m mit m* zusammen. 

Sind e und f die zwei gemeinschaßHchen Puncte zweier 
projectivischer aufeinander gelegter Punctreihen; a und af, b 
und b' zwei beliebige einander entsprechende Pnnctpaare, so 
besteht die Gleichheit der Doppelverhältnisze: 

(abef) = (afb'ef), 

^nd da dieses sich auch auf folgende Weise schreiben läszt 



Nr. d — 11.] DU Grundprindpien. 15 

{aa'ef) =^ (pb'ef) > 

so folgt augenblicklich: 

Lehrsatz IV. Das Doppeiverhäliniw (aa*ef) ist can* 
stani flhr Jedes beliebige sieh snisfireehende Puncipaar n,€f. 

10. Concentrische Stralenbfischel. Schneiden n^lr 
zwei projectiyische concentrische Stralenbfischei durch «ine 
Transversale^ so entstehen auf derselhen zwei projectivische 
Punctreihen. Die einander entsprechenden Puncte m und m' 
sind die Durchschnittspuncte der Transversale mtt zwei «ich 
entsprechenden Straten M und Jf der beiden Stralenbüschel. 
Sind nun e und f die gemeinschaftlichen Puncte der beiden 
Punctreihen ^ so roüszen^ da die Puncte e und f der ersten 
Punctreihe mit den entsprechenden Puncten & und f der zwei- 
ten Punctrelhe zusammefifallen, awch die Straten E und P 
des ersten Stralenbfischels bezüglich mit den ihnen entspre- 
chenden Straten des zweiten Straten bfischels zusammenfallen. 
Daher der Satzt 

Lehrsatz V. Zvfei concentrische projectiyische Stra- 
lenbüschel haben immer %wei {reelle, imaginäre €der 
wusammenfallende) gemeinschaftliche Straten, so 
das% Jeder von ihnen sich selbst eiUspricht. 



§.3. 

Tlteorle €er Itarmoniselieii Mlttelpuiiete* 

II. Erklärung der harmonischen Mittelpuncte. 
Es sielen auf einer Geraden n Puncte «4, o^» ^9 ..•> On und 
ein Pol O gegeben, man soll ernen Punct m auf derselben Ge- 
raden so bestimmen, dasz die Summe der Producta aus je r 
der n Verhäitnisze 

moi ma% lagg mow 

ooi* oa^^ aaii*""*oan 

gleich Null sei. 
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Bezeichiien wir diese Samme durch das Symbol Sl —J , 
so ist der Panct m mittelst der Gleichang 



0) 0,= « 

bestimmt^ die man, da identisch nui = oa — om ist, auch aaf 
folgende Weise 

oder entwickelt: 

DJ \öü) ~ Lr - 1 J fe) ^ W,^ 



schreiben kfinn. Das Symbol 1 1 bezeichnet die Zahl der 
Combinationen aus n Elementen znr r-ten Classe. 

Die Gleichung (3) gibt, da sie för dm vom r-ten Grade ist, 
r verschiedene Lagen des Panctes m. Diese r Puncte 

»h> ^9 «»3,...., nh 

nennt man harmonische Miitelpuncte*) vom r-ten Grade für das 
gegebene Punctsystem 

^1* ^9 o^9 ••••9 On 

in Bezug auf o als Pol. 

Ist r = l, so gibt es nur einen solchen Punct, den schon 
Poncelet unter dem Namen Cenirum der harmonisehen 4ß/- 
tei betrachtete**). 



*) Jonquikres, M^oire sur la tk^orie deß pdles et polaires etc, (Jour- 
nal de M. LtouviUcj aout 1857, *p. 266). 

*♦) M^oire sur les centres des moyennes harmoniques, (jCrelle* s Journal 
T. 8. Berlin. Reimer. 1828. S. 229). 
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Für n = 2 wird der Punct m der zu zugeordnete harmo- 
nische Punct in Bezug auf a^ und a^ (m. 8. Nr. 4.). 

12. Reciprocität zwischen harmonischem Mittel« 
punct und Pol. Multipliciert man Gleichung (l) in Nr. 11. mit 
Oiii.oa^....oan» und dividiert sie darauf durch mai.fna^....man9 
80 geht sie, wie man sogleich öbersielit, fiber in : 

woraus sich augenblicklich folgender Lehrsatz ergibt: 

Lehrsatz I. Ist m ein harmonischer Mittelpunct vom 
Grtide r für ein gegebenes Punetsystem äe%ogen auf den 
Pol o, so ist umgekehrt o ein harmonischer Mittelpunct 
vom Grade n-^r für dasselöe Puncispstem, aber be%Qgen 
auf den Pol m. 

13. Harmonische Mittelpuncte verschiedner Grade. 
Sind mi9ffh*^>""»^r ^'>^ r Puncte, welche der Gleichung 
(3) in Nr. 11. genügeiij und bezeichnet nt den harmonischen 
Mittelpunct ersten Grades des Systems dieser r Puricte iiir 
als Pol, 80 haben wir die der Gleichung (2) in Nr. 11. analoge 
Gleichung : 

\om^om/i'^ * 
oder, wenn wir entwickeln: 

om \om/i 
Aus Gleichung (3) in Nr. 11 folgt aber: 

\om/i n \oaJi 
und folglich ist 

om \oa/i 

so dasz die Gleichung 

Cremona, Sbene Curpen. 2 
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\om oa/i 

anzeigt, es sei itt auch der harmonische Mittelpunct ersten Gra- 
des des gegebnen Panctsystems Oi^ a^, 03, .... an ftir als Pol. 

Sei weiter nt einer der beiden harmonischen MittelpiHicte 
des zweiten Grades für o als Pol und das System mi, m^, fftf» 
....9»lr, so ist die der Gleichung (2) in Nr. 11. analoge Glei- 
chung : 

\om om/ ^ 

Hieraus folgt: 

aus Gleichung (3) Nr. 11. ist aber: 

\om/i n \oa/i 

\OmJ^ n(n — 1) \oaJ^' 
und durch Substitution dieser Werte entsteht: 



das heiszt 



Vom oa/a 



Folglich ist nt auch der harmonische Mittelpunct zweiten Grades 
des Punctsystems ai, 02, ay....,an für als Pol. 

Bezeichnet man do weitergehend tJurch m nach und nach 
einen harmonischen Miitelpunct des dritten« vierten, ...««(r— 1)- 
ten Grades des Punctsystems ^i, »I2, ^, ...., ^7^ tut als 
Pol, so erhält man völlig analoge Resultate und hat damit 
den Satz: 

Lehrsatz II. Wenn mi,m^jm^, ..,,,inr die hatmoni- 
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sehen Mittelpuncte rten Grades eines gegebenen Punctsy- 
Sterns (h>^^z> ••••^^r für o als Pol bedeuten, so sind 
die harmonischen Mittelpuncte vom Grade s (s<,r) des 
Systems mi,m%,m^t....,mr fiir den Pol o gleichzeitig die» 
harmonischen Mittelpuncte des s-ten Grades des Ursprung^ 
liehen Systems pir denselben Pol o. 

14. Harmonische Mittelpuncte für verschiedene 
Pole. Ist m ein harmonischer Mittelpunct des (n — l)-teQ Gra- 
des in Bezug auf das gegebne System tfj, a^ a^\ ••..^On für o 
als Pol» st) gilt Gleichung (4) in Nr< 12.^ wenn man in derselben 
r = n — 1 setzt. Führen wir einen beliebigen Puncto der ge- 
gebenen Geraden mittelst der bekannten Identitäten : 

oa = oJ-{-Ja, ma^zja-'jm 
ein, so haben wir: 

woraus nach gehöriger Entwicklung entsteht: - 
(5) {■^jm''~mn-2)oj2Ua)^-yZ2Ua)^\>—9. 



+ (~-I)»-M«!/^>i)«-i-f «iC/«)«} 



Sind, flti, »ts, »1$, ...... ma—t die barmonisoheo Mittelpancte 

d«8 (tt— ,l)-ten Gr»dea des gegebenen Systems, ffir d«o Pol 
o, geinSgea sie ftlso der GJeichung (6t), so wtt 

y,,^. (n - r)ojSUa)T + (r + \)ZUä)T^i 

Bezeichnet nun nt einen der harmonischen Mittelpuncte vom 
(»•^2)-ten Grad« für da« System mf^m^jm^y ••'»»mn-^i und 
einen Pol 0', der i» der gegebenen Geraden liegt» so ist die 
der Gleicbttng (5) entsprechende Gleichung gegeben durch: 

2* 
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+>i»-* ( {n - S)o'J2Um)t + S£(Jmh ! 7=0. 



+ (- 1)— a t o'j2Um)n^2 + (« - l)2?am)»-i j 

Setzt man hierin fGr 2{jm)r den Wert aus der vorfaergeheDden 
Gleichung, so erhält man: 

oj.o'j\n(n-- 1) .>Sr«-*— (n— l)(ii — 2) .^"~»2:c/a), 

+ (« - 2)(ii - 3) .^«-^Xü«). 



+ (CI/+ ö'^ I («- 1) im— «-S(ya)i — 2(w - 2) ./m— »2:(ya)a ) > =ü. 



+ 3(1» — 3) Jm"-^-SC;«)3 



+ { 1.2^— «l^Cia)»— 2.3^'-»2;(ifl)3+3.4.ym"-42;c/a)4-... | 

Da diese Gleichung in Bezug auf o und o' symmetrisch ist, 
so folgt hieraus: 

Lehrsatz HI. Sind mi,m^,m^9 ....^mn-i die harmoni- 
schen Mittelpunete vom Grade n—l des Systems ai,a^a^,,.an 
für als Pol', und m\,m%m's9 ----ff'^'n-i die harmoni" 
sehen Mittelpuncte ebenfalls vom (n — l)'ien Grade fUr 
dasselbe System ai,a^a^^.,.,,an, aber in Befsug auf einen 
andern Pol o*, so fallen die harmonischen Mittelpuncte 
vom Grade f»— 2 des Systems mi^m^m^, — ,mn für o' 
als Pol mit den harmonischen Mittelpuncten desselben 
Grades des Systems m\,m''^,m\,.,..,m'n^\ für o ais Pol 
%usammen. 

Durch successive Anwendung dieses Satzes gelangt man 
zur Ausdehnung desselben auf harmonische Mittelpuncte eines 
beliebigen Grades und zu dem Satze: 

Lehrsatz IV* Sind mi, m2,m^y....,mr die harmom^ 
sehen Mttelpunete des r-ten Grades des gegebenen Puncto I 

Systems ai,a^,a^,,,..y€in in Be%ug auf den Pol o; m'i, 
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ffi'29 m'3> ••••/mV äie harmonischen Mitteipmnete vom 

' Grade r' fitr dasselbe Punctspstem, aber für denPai o*, 

so fallen die harmonischen Mitelpuncte vom Grade 

r + r'— fi des Systems mi, m^ m^, , mr für den Pol o' 

mit den harmonischen Mittelpuncten desselben Grades für 
das System m'i,m'^, m'^,,,.., m'r' und den Pol sti- 
sammen. 

15. Specielle Fälle.M. Sind m und m beziiglicli die 
harmonischen Mittelpuncte des ersten Grades der zwei Systeme 

öl > Ä2 * Ö3 > • • • • » «n ; 
^» Äj, . • f^ ö» 
in Bezug auf ^ als Pol, so Ist 

n 1 . 1 1 



om oai oa^ oan 



om oa^ oa^ oon 

Fällt tt mit Ol zusammen 9 so entsteht durch Subtraction 
der beiden letzten Gleichungen: 

om^om, 

und hierin ist der Lehrsatz enthalten: 

Lehrsatz V. Ist a^ der harmonische Mittelpunct des 
ersten Grades des Systems 0^,0^9 — ^^n, in Be%ug auf 
den Pol 0, so ist a^ auch der harmonische Mittelpunct 
des ersten Grades für das System ai^ a.^, a^, , ,.., an und 
denselben POL 

16. Specielle Fälle. 2. Wir haben im Obigen still- 
schweigend vorausgesetzt, es seien die Puncto ai, a^^ a^^ .,,,, ün 
alle von einander verschieden. Nehmen wir jetzt an, es fielen 
die r Puncto 

an, flft-l, Ofi-a, ....9 ^-r-fl • 

in einen einzigen zusammen, es sei dies der Punct ao, dann 
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folgt aus Gleichung (5) Nr. 14. augeoblicklich, wenn wir für den 
willkürlichen Anfang i den Punct Oq setzen : 

2(ia)n =0, 



i:(iä)n^r+l = 0. 



Die Gleichung (5) Nr. 14. wird dahpr durch ^lom*''^ teilbar, oder, 
was dasselbe ist, es fallen r — 1 -harmonische Mittelpuncte vom 
Grade it — 1 mit q^ zusammen, und zwar für jeden beliebigen 
Pol 0. Beachten wir den Satz in Nr. 13., so folgt noch, dasz 
r — 2 harmonische MIttelpuncte vom Grade n— 2, r — 3 har- 
monische Mittelpuncte Toln Grade n — 3, ...., endlich ein har- 
monischer Mittelpunct vom Grade it — r-fl mit % zusammen- 
fallen. 

17. Specielle Fälle. 3. Gleichung (3) Nr. 11. mit dem 
Producte aus om^ und'( — iy.oai.oa^,...oaH multipliciert liefert: 



OfnrE{oa)n~r — (« — r -f l)!©«*»— *-2?(oa)ii-r+i 
/^j y + («— r + 1 )aö«i'"-*i:(öa)«-r+a ^ _ ^ 

+ (-l)r(ii-r+l)ri:(0«)« 

Hierin bezeichnen die Symbole 

(n-r+1),, (n— r+l)a,. ...,(«— r + l)r 
wie gewohnlich die Binomialcoefficienten. 
Nehmen wir nun an, der Pol o fiele mit 

in einen einzigen Punct zusammen, so folgt: 

2{oa)n =0, 
-S(oa)n-i =0, 



2{oa)n^M-\-i = 0; 
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die Gleichung (6) wird durch om' teilbar, und der Pol ist der 
Ort für g harmonische Mittelpuncte eines beliebigen -Grades. 
Die übrigen r^s harmonischen Mittelpuncte vom Grade r er- 
geben sich aus der Gleichung 

+ (« — r — l)a . Ofnr-'-^JS(oa)n^r+2 



worin Z{oa) nur die Pnncte iii, c^, a^^ ,,*,, ans enthält. Die 
r-^s übrigen Puncte fn, welche mit dem ir-mal genommenen 
Pol die harmonischen Mittelpuncte des r-ten Grades ffir das 
Punctsystem a^, %, ^3, ...., aa und den Pol o bilden^ sind da- 
her die harmonischen Mittelpuncte des (r — s)-ten Grades für 
das Pupctsystem ai, a^fa^, 5 an-« und denselben Pol 0. 

Offenbar ist die letzte Gleichung für s = r+l identisch 
erfüllt, was auch m für ein Punct sein mag; fallen also r-fl 
Puncte a und der Pol in einen Punct zusammen, so werden 
die harmonischen Mittelpunkte v^mh Grade r unbestimmt« und 
n)an kann daher für sie beliebige Puncte der Geraden aia^a^,..an 
nehmen. 

18. U9ver4nde.r)icbkeit dßx Gigenschi^ften dei* har- 
monischen Mittelpj^ncte bei 4er Centralprojection. 
J4egt 4^9 System von n Puncten Ox» a^ß^ •.»^»On und ein 
Pvel Q in einer Geraden R (Fig. ¥•), qxid ist au^zerdepi m ein 
harmojHjich^ BJitjtelpiinct vom r-ten Grade« so besteht ^fvlschen 
den Absebnittien mß und oa die Relation (1) in INr. II. jst nun 
€ ein beliebiger Punct auszerhalb der Geraden R und die Gera- 
den CO, ca, cm gezogen; schneiden wir ferner diese Straten 
durch eine zweite beliebige Transversale R! und zwar bezüg- 
lich in 0', a'', m', so ist: 

ma , m*a' sin cm'a' 

ca * ca! mikcma ' 

und dem entsprechend; 
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oa o'a' hmeo'a! 



ca ea' e\\\coa 
Aus beiden Gleichungen folgt: 



ma,fn'a' sXucm'a! aXncma 



oa o*ä! sin CO V sin coa 

Die rechte Seite dieser Gleichung bleibt unverändert, wenn 
man für a und a* zwei andere sich entsprechende Puncte sub- 
stituierty und somit ist auch 

. max fMu fnon 

5 : . ... : 

OOi Oa^ OGn 

m*a'i m!a'^ m*a*% 



» 
•••••• 



o*a\ o*a*^ o'a'n 

Gleichung (1) Nr. 11. ist nun aber für die Gruszen — homogen» 
folglich ist auch 

und hierin ist der Satz ausgesprochen: 

Lehrsatz VI. Ist mein harmonischer Mttelpunct des 
r^ten Qrades für ein gegebenes System von Puncten a^, 
a^a^, ....,an auf einer Geraden und in Bezug auf einen 
Punct o derselben Geraden als Pol, und man projiciert 
alle diese Puncte mittelst eines beliebigen durch alle ge- 
legten Stralenbüschels auf eine beliebige Transversale, 
so ist der Punct m', die Projeclion von fn, ein harmoni' 
scher Mittelpunct des r-ten Grades für das System von 
Puncten a\, a'a» ^*z> — > ^'n, den Projectionen der Puncte 
^1^ %9 ^> ••••^ f^n, und für den Pol o% der Projeclion von o. 

Dieser Satz setzt uns in den Stand , die oben für Punct- 
reihen auf einer Geraden gegebenen Erklärungen und Lehrsätze 
auf ein durch denselben Punct gelegtes Stralenbfischel zu über- 
tragen. 

19. Harmonische Axen. Es sei ein System von n 
Stralen Ai, A%t A^, .»^.^ An und ein anderer Stral gegeben, die 
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alle in einer Ebene liegen und durch den festen Ptinet c geheii. 
Eine beliebige Transversale R, die nicht durch c geht, schneide 
das gegebene System in den Puncten Ci, ti^ a^, .,.,, Onl den 
Stral in 0. Sind nun mn m^^ m^, ,..., mr die r harmonischen 
Mittelpuncte des r-ten Grades für das Punctsystem ai, 02% a^y 
,,,.,an und den Pol o, so heiszen die Straten Mi, M29 M^, .... Mr, 
die man durch c und bezuglich durch die Puncte tfig, tn^tfih* 
....ytnr legen kann, harmonische Axen des rten Gradeis für 
das gegebene Stralensystem Ai, A^, A^, ...., An und den Stral 0. 

Betrachten wir ausschliesziich solche Stralen, die durch e 
gehen, so gelten folgende, den oben für Punctsysterae auf einer 
Geraden bewiesenen Theoremen entsprechende Sätze: 

Lehrsatz VII. Ist M eine harmonische Axe des r^ten 
Grades für das gegebene Stralensystem Ai, A^, A^, »,..^An 
in B&tug auf den Stral 0, so ist eine harmonische Axe 
des (n-^ryten Grades- ßr dasselbe Stralensystem in Be» 
%ug auf den Stral M. 

Lehrsatz VIII. ^nd Mi, M^, M^, ^».,,Mr die harmoni' 
sehen Axen des r-ten Grades für ein gegebenes Stralen- 
system AifA^fAz, ..i ,An in Bezug auf den Stral 0, so 
sind die harmonischen Axen des s-ten Grades (« <r) des 
Slralensystems Mi, M^, M3, ...^,Mr in Be%ug ^f den Stral 
auch die harmonischen Axen desselben Greuies für das 
erste Strfüensystem in Bezug auf den nämlichen Stral 0. 

Lehrsatz IX. Sind Mi, M^f M^f ,..., Mr die harmoni- 
schen Axen r-ten Grades für das System von Straten 
, Ai, A^fAzf^.yAn in Bezug auf den Stral 0; Mi, M'^» M*Z9 
...., M'r ebenfalls die harmonischen Axen des r-ten Gra- 
des für dasselbe Stralensystem^ aber bezogen auf den 
Stral 0\ so fallen die harmonischen Axen vom Grade 
r-\^r* — n des Systems der Straten Mi, M^, M^, ....^Mr be- 
zogen auf den Stral 0' mit den harmonischen Axen des 
nämlichen Grades für das Stralensystem Mi, M^, M*^, ..., Mr, 
aber bezogen auf den Stral 0, zusammen. 

Lehrsatz X. Fallen r Straten des Systems Ai, A^, A^, 
....,Ai in einen Stral zusammen, so ist ßr Jeden beliebig 
gen weiteren Stral der obige r- fache Stral der Ort ßr 
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r— 1 harmonische Axen des (n—iyten Grades, ßr r--2 
harmonische Axen des {n--i)''ten Grades^ ...., ßtr eine 
harmonische Axe des (»--r-f l)-/^n Grades. 

Lehrsatz XL Fallen s Straten An, An-x, An-^y An-^^ 
...,, An-t-{-i unter sich und mit dem Stral in einen Strat 
zusammen, so ist dieser der Ort ßr s harmonische Axen 
eines beliebigen Grades und die andern r — s harmoni- 
schen Axen des r~ten Grades sind die harmonischen Axen 
des (r—syten Grades ßr das System Ai, A^ Az, ,..^, An^t 
bezogen auf den Stral 0. 

20. Andere Auffaszung der harmonischen Axen. 
Wei|n.4ie TransF^^ale i^' der Nr, 18, durch den Puokt o geht, 
oder die Gerade R «ich um den Puact i» drehend genj^cbt wird, 
«0 lä«;9t «sich der dort bewiesene Sats auch fplgendarmiiszen 

Lehrsatz XU. Gegeben sind n Straten Ai, A^^ Ag, 
«..•» Au, die durch den festen Punct c gehen. Führt man 
durch einen wweiteu festen Punct einen Stral R, der 
die n Straten in den Functen oi, o^, i08> '•••' ^« schneidet, 
so bestimmen die harmonischen Mittelpuncte r-'ten Grades 
Ms Systems 0%^ 0%, a^, ...., On ßr den Pol 0, wenn B sich 
um den Pol dreht, r Straten, die sämmtlich durch c 
gehe». 

Am d€tni Utzten Sfttze iu Nr. 19* folgt ebenso: 

Lehrsatz XIIL Fallen s Straten des gegebenen Sy- 
stems iln, iln-i, uln-2, ....,iiji-.+i 1« cincn einzigen Stral 
Aq zusammen, so ist dieser Stral der Ort ßr s-^-in—r) 
der Straten Mi, M^M^, ....,Mr* Geht aber Aq noch durch 
den Pol 0, so ist er der Ort ßr s der Straten Mi, M^, 
M^,"",Mr und die noch übrigen r—s dieser Geraden 
sind die geometrischen Orte der harmonischen Mttel- 
puncte des (r—syten Grades ßr o als Pol der Puncte, 
in denen die sich drehende Grade R die Straten Ai , A^ 
ii,, ...., A»^ sehneidet' 
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§. 4. 
Tlieorie der Involution. 

21. Involution von Punctgrappen. In einer Geraden 
ist ein fester Panct o und ein beweglicher Punct a gegeben; 
sind nun 

i. ; • s : 

r iVoj Ajj A2> .»..^ A» 

constante Gruszen, a> aber eine Variable, und es bestellt eine 
Gleichung von der Form: 

(1) _ _ [=0, 

so entsprechen jedem Werte von co n Werte von oa, das heiszt, 
för jeden Wert von co erhalten wir eine Gruppe von n Punc- 
ten a. Ist umgekehrt einer der Puncto a gegeben, so folgt 
aus Gleichung (1), wenn man in dieselbe den gegebenen Wert 
von oa substituiert^ det Wert von to, und also mittelst dersel- 
ben Gleichung die übrigen M^-1 W^He von oa. Ffir jeden 
Wert von co stellt also die Gleichung (1) «ine Clruppe von n 
Puncten vor, die so von einander abhängen , dasz durch Be- 
stimmung eines von ihnen alle bestimmt sind. Das System 
der unendlich vielen Gruppen von n Puocten» entsprechend den 
unendlich vielen Werten von co» nennt man eine Inpoluiion des 
nrten Grades*). 

Eine einfache Punctreiäe kann man nach Nr. 7. als eine In- 
volution des ersten Grades betrachten. 

Eine Involution ist durch zwei ihrer Gruppen bestimmt. 
Denn stellen die beiden Gleichungen 

«fi.O«" + «n-l .oo«-* + .... + »0 = 0, 



. ^} Jonquihresy Grin&alisation de la ihS»rie de rinvoluiton (AnoAÜ di 
Mfttematica, tomo 2*. Borns. 1859, pag. 86). 
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die beiden ge^^ebenen Gruppen dar, so ist jede andere Gruppe 
der Involution durch die Gleichung 

x«,OÄ»+jf«-i.öfl»-* + -.. + »o+ö)(An.o«"+A,,_i.öö«-* + ... + ;io)=0 
gegeben, in der o einen beliebigen Wert hat 

22. Zweifache Puncte einer Involution. Fallen zivei 
beliebige Puncte a einer und derselben Gruppe in einen Punct 
zusammen, so heiszt derselbe ein ssweifacher Punct der Invo- 
lution« Wieviel zweifache Puncte enthält nun die Involution, 
die durch Gleichung (1) dargestellt wird ? 

Die Bedingungsgleichung, dasK diese Gleichung zwei gleiche 
Wurzeln hat, entsteht durch Gleichsetzung der DiscrinUnante 
derselben mit Null. Diese Discriminaote ist eine Function 
des 2(n — l)-ten Grades der Goef6cienten der gegebenen Glei- 
chung. Setzen wir sie gleich Null» so ist sie in Bezug auf cd 
eine Gleichung vom Grade 2(n — 1), und es gibt also 2(n — 1) 
Gruppen, deren jede einen zweifachen Pun^^t enthält. Hierin 
liegt der Satz: 

Lehrsatz I. Eine DwoiuHon vom n^ien Grade hat 
2(n^]) mteifache Functe, 

23. Doppelverhältnisz von vier Gruppen. Es seien 
^1* ^21 <i3f .*•• An die n Puncte einer bestimmten Gruppe. Der 
harmonische Mittelpunct m des ersten Grades fiir diese Puncte 
bezogen auf einen Pol o, der beliebig auf der gegebenen Gera- 
den angenommen ist, bestimmt sich durch die Gleichung 



9m Vöa/i 



om 
aus welcher, unter Beachtung der Gleichung (1) in Nr. 21., sich 



01»=:— n 



»l + ö^i 



ergibt. Der Abschnitt, welcher durch zwei harmonische Mittel- 
puncte ersten Grades m und m* zweier verschiedener Gruppen 
begränzi wird, läszt sich also ausdrucken durch: 
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mm! == om' — om = 



(X| + »Ai)(äi + Q)'A,) ' 



Sind nun mi» fn^, m^» m^ die hanmoDiscben Mittelpuncte 
ersten Grades von vier Gruppen» welche den Werten tai, co^» 
(0^9 a>4 entsprechen» in Bezug auf den Pol o, so gilt die Glei- 
chung : 

, . Ol — COs fi>i — ö>4 

\ i z a %/ 0)3 — (»jj 0)4 — 002 

und da dieses Resultat dasselbe bleibt , vrenn wit für o einen 
anderen Punct annehmen» so folgt daraus : 

Lehrsatz If. Da» DoppelverhäUnis% der vier harmo- 
nischen MUeipuncie ersten Grades von vier Gruppen ei- 
ner Involution ist unabhängig vom Pole o. 

Hieraus folgt weiter: 

Lehrsatz III. Die Reihe der harmonischen Mttelpunc'te 
des ersten Grades aller Gruppen einer Involution in Be* 
%ug auf einen Pol o und eine zweite Reihe harmonischer 
Mittelpuncte des ersten Grades der nämlichen Gruppen, 
aber bezogen auf einen andern Pol o', sind zwei projecti' 
vische Punctreihen, 

Unter Doppelvisrhältmsz von vier Gruppen einer Involu- 
tion verstehen wir im Nachfolgenden das Doppelverhältnisz 
ihrer harmonischen Mittelpuncte ersten Grades nach einem be- 
liebigen Pol* 

Es sei m ein harmonischer Mittelpunct des r-ten Grades 
einer bestimmten Gruppe der Involution (1) in Nr. 21. in Bezug 
auf den Pol o, dann geht die Gleichung (6) in Mr. 17.» unter 
Beachtung der soeben erwähnten Gleichung (1) in Nr. 21.» über in : 

(2) ; +(*»— ^ + l)l .ö»»»-*(«r^i + ÖI.Ar-l)f _ Q 

+ 

+ («-r + l)r.(«o+®.*o) 
und es bilden also die harmonischen Mittelpuncte des r-ten 
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Grades der verschiedenem Gruppen einer Involution des n-ten 
Grades eine neue Involution des r-ten Grades. Jedem Werte 
von a> entspricht eine Gruppe der Involution des i»-ten Grades 
und eine Gruppe der Involution des r-ten Grades, also ent- 
sprechen sich je zwei Gruppen dieser beiden Involutionen. Da 
nun das Doppelverhältoisz von vier Gruppen einer Involution 
nur von den vier entsprechenden Werten von co abhängt» so 
sind auch die Doppelverbaltnisze von je vier einander ent- 
sprechenden Gruppen beider Involutionen einander gleich. Dies 
läszt sich auch daraus folgern , dasz nach Nr. 13. je zwei ent- 
sprechenden Gruppen der beiden Involutionen fGr den nämlichen 
Pol o derselbe harmonische Mittelpunct ersten Grades zukommt. 

24« Projectivtsche Involutionen. Zwei Involutionen 
heiszen projecHvüch , mögen sie anf eine» Geraden oder auf 
zwei verschiedenen liegen, sobald die harmonischen Mittelpuncte 
des ersten Grades der Gruppen der einen Involution far einen 
beliebigen Pol und die harmonischen Mittelpulicte desselben 
Grades der Gruppen der andern Involution für einen andern 
Pol zwei projecttvische Punctreihen bilden. Gemäsz dieser 
Definition und der für das DoppelverhältDisz von vier Gruppen 
eilier Involution, .entsteht: 

Lehrsatz IV. In %u>ei projectivisehen htPOlutiOnen ist 
das Doppelverhältnisfs von Her Gruppen <f^r einen In- 
volution gleich dem Doppelverhältnisz der vier entsprechen' 
den Gruppen der andern. 

Das am Ende von Nr. 8. ausgesprochene Theorem begreift 
also auch die Involutionen unter sich, und man kann diese somit 
auch als geometrische Gebilde betrachten, deren Elemente Grup- 
pen von Puncten sind. 

a. Beziehungen zwischen den variablen Coeffi- 
cienten. Fragen wir zuerst, wie die Projectivität zweier In- 
volutionen sich ausdrücken iSszt. 

Es sei die erste derselben durch die Gleichung (l) in Nr. 21, 
die zweite durch die folgende Gleichung gegeben: 

(3) I _ _ =^' 
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I« der a einen beliebigen Punct der Geraden, aaf der die zweite 
Involution liegt, c den Anfang der Abschnitte in dieser Geraden 

1' 2' ^ 2' « 1' 

" in > '* «1—1 3 ** in—* j»»»«»"-© 

constante Coefficienten bezeichnen. 

Wir setzen voraus, was offenbar gestattet ist, es entsprä- 
chen den Gruppen 

CO inO, 0) rs:«), CO =: 1 

der ersten Involution die Gruppen 

Ö = 0, 0=00, ö=l 

der idwellen. Seilen die beiden GleicbungeQ (I) in Nr«2L und 
(3) zwei entsprechende Gruppen verstellen, so ti^ esi notwen- 
dig Aber ftQch hinreichend, wenn dae Doppelverhftitima der 
vier Gruppen der ersten Involution, (0, ao,l^«>), gleieh dem 
Doppelverhältnisz der entsprechenden vier Gruppen der zweiten 
Involution, (0, oo , 1, 6), ist. Aus der Gleichung 

(0,00,1, ai) = (0,x,l,ö) 

folgt aber augenblicklich: 

(0 = 0, 

und man kann also mit Rucksicht auf Ihre Projectivität mit der 
ersten Involution die zweite durch die Gleichung 

darstellen. Die Gleichung (1) in Nr. 21. und^die letzte Gleichung 
geben nun für ein und denselben Wert von cd zwei entsprechende 
Gruppen der zwei projeotivischen Involutionen». Eliminiert man 
zwischen den obigen Gleichungen m, so erhSit man eine Rela- 
tion, in welcher der Zusammenhang oder die Zugehörigkeit der 
Puncto a und a ausgedrückt ist. 

b. Geitteinschaftilcfa« Pttncte. Liegen die beiden 
Involutionen auf derselben Geraden, 60 kann man die Puncte 
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a und a auf denselben Anfang beziehen, man kann also fSr o 
den Punet o setzen. In diesem Falle liegt die Frage nahe, 
me oftmal zwei sich entsprechende Puncte a und a zusammen- 
fallen. Eliminieren wir aus (1) in Nr. 21. und aus (4) in Nr. 24a. 
CD und setzen oa för oa, so entsteht: 

--(ilii.oa"+.... + Ao)(«'m«öa~+ — + «'o) ' 

eine Gleichung die in Bezug auf oa vom (m + n)'ien Grade ist. 
Das fuhrt auf den Satz: 

Lehrsatz V. Auf einer Geraden, auf welcher fsiwei 
projectivische Involutionen be%üglieh vom n-ten und m^ten 
€Hrade liegen, gibt e» im Allgemeinen n^m Puncte, deren 
jeder, als der einen Involution angehorig betrachtet mit 
»einem entsprechenden Puncte der andern Involution «ti- 
sammenfällt. 

Diese Puncte nennen wir gemeinschaftliche Puncte der 
beiden Involutionen. 

c. Involutionen mit vielfachem Punct. Ist die linke 

Seite der Gleichung (i) in Nr. 21. durch oa^ teilbar, so stellt sie 
eine Involution des n-ten Grades dar, deren Gruppen r ge- 
meinschaftliche Puncte haben, die alle mit zusammenfallen. 
In Wahrheit stellt sie aber eine Involution des (n**-r)-ten Gra- 
des vor, zu deren einzelnen Gruppen jedesmal r>mal der Punct 
o hinzugefügt ist. In diesem Falle musz natörlich auch Glei- 
chung (5) in Nr. 246. durch oa^ teilbar sein, und die n-\-m 
gemeinschaftlichen Puncte der beiden gegebenen Involutionen 
bestehen aus dem r-mal genommenen Puncte und aus den 
m-^-n-^r gemeinschaftlichen Puncten der zweiten Involution 
vom m-ten Grade und der vom (n — r)-ten Grade, welche ent- 
steht, wenn man den Gruppen der ersten Involution den Punct 
entzieht. 

Enthalten die Gruppen der zweiten Involution «-mal den 
Punct 0, 80 erscheint derselbe (r-f ^)-iual unter den gemein- 
schaftlichen Puncten beider Involutionen, 
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d, Fortsetzung des Vorigen. Wenn eine Gruppe der 
ersten Involution^ etwa die, welche wir erhalten^ wenn oo gleich 
Null gesetzt wird^ r-nial denselben Punet o enthält, und die 
entsprechende Gruppe der zweiten Involution enthält «-mal 
denselben Punct o, wo «>r vorausgesetzt ist, so enthält die 

linke Seite der Gleichung (5) offenbar oa^ als Factor, und der 
Punct vertritt daher r nial die Stelle zweier gemeinschaß^ 
licher Puncte der beiden Involutionen. 

e. Involution von Stralengruppen. Gs ist wol über- 
flüssig, zu bemerken, dasz für Stralen, die alle durch denselben 
Punct gehen, sich eine, mit der soeben liir die Puncte einer 
Geraden auseinander gesetzten Theorie, vollständig analoge 
Theorie der Involution aufstellen läszt. 

25. Die quadratische Involution. Besondere Beach- 
tung verdient die Involution des zweiten Grades oder die gua- 
draiisehe Involution. Für diese geht die Gleichung (1) in 
Nr. 21., wenn «=2 gesetzt wird, über in: 



\ «a«^«* + *i -öa + Xo 



(6) " • . ■ " =0. 

Jede Gruppe ist also nur aus zwei Puncten zusammengesetzt, 
die conjugierte Puncte genannt werden mögen; Mittelpunet 
heisze der Punct, deszen conjugierter Punct in unendlicher 
Entfernung liegt. Wir laszen den Anfang der Abschnitte mit 
dem Mittelpuncte zusammenfallen und nehmen auszerdem an, 
der Gruppe, zu welcher er gehört, entspreche der Wert g)=:qc. 
Dann ist 1^-= ^ = 0, und wenn a und af zwei conjugierte Puncte 
sind, so geht Gleichung (6) über in: 

oa»oa* = — = coost. 

Vergleichen wir diese Relation mit der, welch ein Nr. 9. aus- 
drückte, zwei Punctreihen seien projectivisch, das beiszt mit 

Ja .fa = const. , 

80 ist klar, dasz die quadratische Involution entsteht, wenn zwei 
projectivische Punctreihen so aufeinander gelegt werden, dasz 

Cremona, Eben9 Curven. 3 
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die Puncte J und f, welche den Piincten im Unendlichen ent- 
sprechen, zusammenfallen. Anders ausgedruckt, bilden zwei 
aufeinandergelegte projectivische Punctreihen eine quadratische 
Inirolntion^ wenn einem Puncte a, sowol der einen, als der 
andern Punctreihe angehörig betrachtet, als entsprechender 
Punct der einzige a* zugehurt. Daraus folgt der Satz: 

Lehrsatz VI. In einer quadratischen Involution ist 
das DoppelverAältnis% von vier Puncten dem Doppelver- 
hältnis» der vier ihen cor^gierten Puncte gleich. 

a, Eigenschaften der zweifachen Puncte der qua- 
dratischen Involution. £s seien e und /die beiden zwei- 
fachen Puncte der Involution (m. s. Nr. 22.). Sie sind bestimmt 
durch die Gleichung: 

'oe^ = Of^ = const., 
und es ist also 

{efaa') = {efafa). 

Das Doppelverhältnisz {efcM') ist daher seinem reciproken Ver- 
hältnisz gleich und folglich gleich — 1 , da das Doppelverhält- 
nisz von vier verschiedenen Puncten nicht der positiven Einheit 
gleich sein kann. Wir haben somit den Satz: 

Lehrsatz VIL In einer quadratischen Involution sind 
die zweifachen Puncte und zwei beliebige conjugierte Puncte 
vier harmonische Puncte. 

Die Involution des zweiten Grades läszt sich also als die 
unendliche Reihe von Punctpaaren a, a* auffaszen, welche den 
gegebenen Abschnitt ef harmonisch teilen.. 

6. Quadratische Involutionen auf derselben Gera- 
den. Zwei Involutionen zweiten Grades, die auf derselben 
Geraden liegen, haben eine Gruppe gemein. Es gibt also zwei 
Puncte a und a* so beschaffen, dasz der Abschnitt aaf sowol 
von den zweifachen Puncten e und f der ersten Involution, als 
den zweifachen Puncten g und h der zweiten Involution har- 
monisch geteilt wird. 

Nehmen wir nämlich einen beliebigen Punct m der gege- 
benen Geraden und bezeichnen durch m' und m^ die beiden 
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konjugierten Puncte von m ftir die beiden Inyolntionen» so er- 
zeugen, wenn m sieh auf der Geraden bewegt, mf und tUi zwei 
projectivisehc Punctreih^o, deren gemeinachafiliehe Punete offen- 
bar die den beiden gegebenen InYolutii^nen gemeinschaftliche 
iüruppe bilden. 

Es ist augenblicklich klar^ dasz zwei Involutionen von glei- 
chem Grade, der aber groszer als 2 ist, auf dieselbe Gerade 
gelegt, im Allgemeinen keine gemeinschaftliche Gruppe besitzen. 

26. Aequianharmonisches System von vier Punc- 
ten. Mittelst der Theorie der quadratischen Involution löst sich 
die folgende Aufgabe. 

Es seien a, ö, e, d vier Puncte in gerader Linie. Die drei 
anharmonischen Grundverhältnisze derselben sind nach Nr. 1.: 

Sind nun zwei dieser Verhäitnisze einander gleich, das heiszt ists 

(7) ^=rzrät ^^^^ X«— 4 + 1 = 0, 

80 ist auch 

und es sind, also 9\\e drei Doppelverhältnisze einander gleicli. 

Es sind nun die drei Puncte a, b, c in gerader Linie ge- 
geben, man soll einen Punct 4 so bestimmen, dasz der Glei- 
chung: 

(aöed) =: (acdb) , 

oder auch : 

(aöed) = (caöd) 
genSgt wird. 

Wir nehmen willkürlich auf der gegebenen Geraden den 
Punct m an, und bestimmen einen Punct m' so, dasz 

(aöcm) = {cabm') 

8* 
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ist. Verändern nun m nnd m' ihre Lage, so entstehen zwei 
projectivische Punctreihen, in denen den Pancten a,ö,e,m 
in derselben Ordnung die Punete c, a, b, m* entsprechen. Sind 
d and e die beiden gemeinschafiHchen Punete dieser Punct- 
reihen, so ist 

(iiöcd) = (eaöd), (abce) = (caöe) , 

und unsere Aufgabe ist also durch jeden der beiden Punete d 
und e gelost. 

Sind nun a, ff,s diejenigen drei Punete der gegebenen Gera- 
den, welche die drei anharmonischen Verhältnisze 

(bcaa), (eaöd), (aöec) 
zu harmonischen machen, so sind die beiden Punctsysteme 

a, b, c, c 
und 

a, e, bf ^ 

projectivisch, und da dem Punete b in jedem der beiden Sy- 
steme der Punct c entspricht, so sind die drei Punctpaare ^ 

a, a; b, e; b, c 

in Involution, und a ist der eine zweifache Punct dieser durch die 
Punctpaare b, c; b, c bestimmten quadratischen Involution. Der 
zweite zweifache Punct dieser Involution ist a, da nach dem 
Obigen der Abschnitt be durch a und a harmonisch geteilt wird. 
Folglich teilt a und a auch den Abschnitt H harmonisch, und 
es ist: 

(beaa) = (icaa) = — I. 

Die Punctsysteme 

b, c, Ä, a\ b, c, a. a 

sind also projectivisch, das heiszt, es sind auch die drei Punct- 
paare 

a, a; b, i; c, c 
m Involution'*'). 



•) V. Stand tf Geometrie der Lage, Nürnberg, Bauer und Raspe. 1847, 
S. 121. ' 
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Durch den beliebigen Punct auszerhalb der gegebenen 
Geraden ziehe maii die Stralenböschel 

o(as a, ö, ^,c,c) und o{d, e) 

und schneide sie dann beide mittelst einer zu oc parallelen 
Transversale. Die Durchschnittspuncte seien bezüglich: 

a\ a', b\ i>% », C; d\ &. 

Dann ist 

A = {acdb) = (a'ao d*b*) = ^ , 
und Gleichung (7) geht also über in : 



(8) Ä'rf'^—ö'rf'.ö'*' +«'*'«=: 0. 

Ist (abcd)=:^ — l, so ist auch (a'6' oo c') = — 1 , folglich hal- 
biert c' den Abschnitt a^b\ Hieraus folgen die Identitäten: 

afd'=zc'd'^c'a\ 

a^b^^'-lt'a*, 

durch deren Substitution Gleichung (8) sich auf 



(9) c'rf'2 = c V'* = a^ V . c'b' 

reduciert. Es halbiert also c' auch den Abschnitt d*&^ und folg- 
lich ist 

(rf'ö'ao cO = - 1 , 
das heiszt 

Ebenso beweist man, dasz 

(deb^) = — 1 und (rf^aa) = — 1 . 

Es sind also d und e die beiden zweifachen Puncto der In- 
volution 

ö, a; b,^\ c, c*). 



*) V. Stau dt, Beiträge zur Geometrie der Lcbge^ Nürnberg, Bauer und^ 
Raspe. 1856—57 — 60, S. 178. 
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Das Doppelverbältnisz l ist durch Gleichung (7) gegeben, 
es ist also gleich einer der imaginären dritten Woraeln aus — 1 ; 
folglich können die vier Puncte a, b, c, d oder a, b^ e, e nicht 
alle reell sein. In Gleichung (9) ist aber die rechte Seite ne- 
gativ oder positiv, je nachdem die Puncte af und b' reell oder 
imaginär conjugierte sind. Sind daher die drei Puncte a^ b, e 
alle drei reell, so sind die Puncte ä und e conjugierte imaginäre 
Puncte, sind dagegen zwei der obigen Puncte imaginär conju- 
giert, so sind die Puncte d und e reell. 

Aus Gleichung (8) folgt noch, dasz, wenn a'b' =^0 ist, auch 
afd" = ite" = ist, dasz also, wenn zwei der gegebenen Puncte 
zusammenfallen, auch die beiden Puncte d und e mit ihnen zu- 
sammenfallen. 

Ein System von vier Puncten heisze äqmanharmoniseh^ 
wenn die drei anharmonischen Grundverbaltnisze einander gleich 
sind, wenn der Wert dieser Doppelverbältnisze also gleich ei- 
ner der beiden imaginären dritten Wurzeln aus — 1 ist. 

27. ßedingungsgleichung fiir ein äquianbarmo- 
nisches System. Sind vier Puncte m|, m^, tn^, m^ in gera- 
der Linie nach Nr. 6. durch die Gleichung 



(10) «.ow* + iß.om^ + Ö/.OW* + 4^.01» + 6 = 

gegeben, und sollen dieselben ein äquianharmonisches System 
bilden, so musz 

sein, das heiszt, wenn wir für die Segmente m|^, .... die ent- 
sprechenden Differenzen om.^ — omi,.... setzen: 

{omi--om^(ßmi--am^){om^--om^{om^'-Qin:i) \ ^ 

+ (owa — am^y^{omi — om^^ S 

Diese Gleichung wird bei der Entwicklung für die vier Abschnitte 
0i7i|, om^s om^, om^ symmetrisch, und läszt sich also nur durch 
die Coefficienten der Gleichung (10) ausdrücken. Mittelst der 
bekannten Beziehungen zwischen den Coefficienten und den 
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Wurzeln einer Gleichung findet man ohne grosze Schwierigkeit 
die Gleichung 

als Bedingung, die notwendig« aber auch hinreichend ist, damit 
die vier durch die Gleichung (10) gegebenen Puncte ein äqui- 
anharmonisches System bilden*). 



§. 5. 
Deflniiionen für ebene Carven« «» 

28. Erklärung einer Ortscurve und einerEinhül- 
I enden. Eine ebene Curve kann man sich sowol durch Beive- 
gung eines Punctes, als durch die einer geraden Linie entstan- 
den dertken. Im ersten Falle heiszt sie der Orf aller Lagen 
des beweglichen Punctes, im zweiten Falle die einhüliende 
Curve oder kurz die Einhüllende aller Lagen der beweglichen 
Geraden**). 

Eine Gerade, als Ort aller in ihr gelegener Puncte aufge- 
faszt, ist das einfachste Beispiel einer Ortscurve. 

Ein Punct, als Einhüllende aller in ihm sich schneidender 
Geraden aufgefaszt, bietet den einfachsten Fall der einhüllen- 
den Curve. 

Eine Ortscurve oder ein Ort heiszt von der n^ten Ordnung» 
wenn eine beliebige Gerade ihn in 7t Puncten, die entweder reell 
oder imaginär, verschieden oder zusammenfallend sein können, 
schneidet. Der Ort der ersten Ordnung ist die Gerade; ein 
System von n Geraden ist ein Ort der it-ten Ordnung. Zwei 
Orte, die bezüglich von der Ordnung n und n' sind» bilden zu- 
sammen einen Ort von der Ordnung n-f A'* 

Ein Ort der n ten Ordnung kann von einer Geraden seiner 



*) PainviUi Equation des rapports anhannoniques etc. (Nouvclles An- 
nales de Math^matiqnes, t. 19, Fa-is 1860, p. 412). 

*♦) Plücker, llieorie der algebraischen Ourveiiy Bonn, Marcus. 1839, 
S. 200. 
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Erklärung geiuMsz nur in n Puncten geschnitten werden; hat 
also eine Gerade mehr als n Puncte mit einem Orte gemein, 
so ist sie selbst ein Teil des Ortes, das heiszt, sämnitliche 
Puncte der Geraden sind auch Poncte des Ortes. 

Eine Ortscnrve von gegebener Ordnung heiszt einfach, 
wenn sie nicht aus Ortscurven einer niederen Ordnung zusam- 
mengesetzt ist. 

Eine Einhüllende heiszt von der n-ien Clfuse, wenn durch 
einen beliebigen Punct n Lagen der eingehüllten Geraden ge- 
hen, das^eiszt, wenn von dem beliebigen Puncte ft Tangen- 
ien, die entweder reell oder imaginär, von einander verschie- 
den oder zusammenfallend sein können, an die Einhüllende 
gezogen werden können. Die Einhüllende der ersten Classe 
ist der Punct. Ein System von n Puncten ist eine Einhüllende 
der nten Classe. Zwei Einhüllende, deren Classen bezüg- 
lich n und it' sind, bilden zusammen eine Einhüllende der Classe 
II + n'. 

Kann man von einem Puncte an eine Einhüllende der n-ten 
Classe mehr als n Berührende legen, so ist dieser Punct selbst 
ein Punct der Einhüllenden; es sind also alle Geraden, die 
durch den Punct gelegt werden können, Tangenten der Ein- 
hüllenden. 

Eine Einhüllende von bestimmter Classe heiszt einfach, 
wenn sie nicht aus lüinhüllenden von niederer Classe zusam- 
mengesetzt ist. 

'29. Doppeltan «Renten und Wendepuncte. Wir be- 
trachten zuerst eine Ortscurve der n-ten Ordnung. Ist a eine 
der Lagen des erzeugenden Ptnictes, also ein Punct der Curve 
selbst, so heiszt die Gerade jU welche durch a und die folgende 
Lage des beweglichen Punctes geht, die Tangente oder Be^ 
rührende der Curve in diesem Puncfe. Der Ort der aufeinan- 
der folgenden Lagen eines beweglichen Punctes ist also auch 
die Einhüllende der Geraden, welche je zwei unmittelbar auf- 
einander folgende LageiT dieses Punctes verbindet. 

m 

Im Berührungspuncte a hat die Curve mit der Tangente 
zwei Puncte gemein {%iu>eipunctige Berührung) \ beide Curven 
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haben also im Allgemeinen noch n— 2 Durchschnittspuncte. 
Fallen zwei dieser n — 2 Puncte in einen Punct ö zusammen, 
so ist die Gerade A auch im Puncte ö Tangente der Curve. 
Ist dies der Fall, so heiszt A eine Doppeltangenie der Curve. 
Die Puncte a und b sind die Beruhrungspuncte*). 

Nähert sich aber einer der fi~2 Durchschnittspuncte dem 
Puncte a bis ins Unendliche, so hat die Gerade A daselbst eine 
dreipunctige Berührung mit der Curve. In diesem Falle heiszt 
die Gerade A eine stationäre- oder eine Wendetangente. Weil 
sie, wenn wir mit a, a% a** die drei unendlich nahen Puncte 
bezeichnen, aus denen der Berührungspunct besteht, eigentlich 
zwei aufeinander folgende Tangenten cm* und afaf' repräsentiert, 
so können wir auch sagen, sie sei eine Doppeltangente, deren 
ßeruhrangspuncte a und a* einander unendlich nahe rücken. 
Denken wir uns die Curve aber durch Bewegung einer Geraden 
entstanden, so hört diese, wenn sie in die Lage a gekommen 
ist, auf, sich in dem einen Sinne zu bewegen, sie steht still, 
daher stationär, und bewegt sich dann im entgegengesetzten 
Sinne. Der Berührungspunct a der Wendetangente heiszt ein 
hnflections" oder ein Wendepuncty weil in ihm die Gerade A 
die Curve gleichzeitig berührt und schneidet, diese also von 
einer Seite der Geraden auf die andere übergeht. 

30. Doppelpuncte und Spitzen. Wir betrachten zwei- 
tens die Einhüllende von der i^-ten Classe. Ist A eine der 
Lagen der erzeugenden Geraden, das heiszt eine Tangente der 
Curve, so ist der Punct a, in welchem A von der unmittelbar 
folgenden Tangente geschnitten wird, der Berührungspunct der 
Geraden A mit der Curve. Die Einhüllende einer beweglichen 
Geraden ist also auch der Ort der Puncte, in denen sich je zwei 
aufeinander folgende Lagen dieser Geraden schneiden. 

Durch einen beliebigen Punct laszen sich im Allgemeinen 
,m Tangenten an die Curve legen. Fällt dieser Punct aber mit 
dem Puncte a der Curve zusammen, so sind zwei dieser Tan- 
genten unmitelbar aufeinander folgende, und fallen mit der 



*") Die beiden Berührungspuncte können imaginär werden, ohne dasz 
die Gerade A aufhört reell zu sein. Sie besitzt auch in diesem Falle alle 
Eigenschaften einer Doppeltangente, 
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Tangente A susamroen. Durch einen Panct der Cunre gehen 
also auszerdeni noch m — 2 Geraden, ivelche die Curve in an- 
dern Pancten berühren. 

Fallen zwei dieser m — 2 Tangenten in eine Gerade B zu- 
sammen^ so hat die Curve in a zwei Tangenten A und B\ sie 
geht also zweimal durch a und bildet dort eine Schlinge. Die 
Geraden A und B berühren in a die beiden Zweige der Curve, 
die sich in ihm schneiden, und der Punct a heiszt dann ein 
Doppel- oder wweifaeher Punci*), 

Fällt eine der m — 2 Tangenten mit A zusammen, so reprä- 
sentiert diese Gerade drei aufeinander folgende Tangenten A, A\ 
A*'\ der Punct a kann also als ein Doppelpunct betrachtet wer- 
den, deszen Tangenten A und A! zusammenfallen, deszen Schiinge 
sich also auf einen Punct reduciert. Ein solcher Punct heiszt 
Spit%e, MckkehT" oder Stillatanäspunct. Er repräsentiert sowol 
den Durchschnittspunct der Tangenten A und A', als den der 
Tangenten A' und A**. Denken wir uns aber die Curve durch 
Bewegung eines Punctes entstanden, so wird dieser, wenn er 
in a ankommt, stillstehen, die Richtung seiner Bewegung än- 
dern und von der einen Seite der Tangente A, der sogenannten 
RäckkehriangefUe, auf die andere Seite übergehen. 

Aus den plückerschen Farmein, die wir im Folgenden 
(§. 16) beweisen werden, folgt, dasz im Allgemeinen eine Orts« 
curve von bestimmter Ordnung weder Doppelpuncte noch Spitzen 
hat, dagegen Doppeltangenten und Wendepuncte besitzt, dasz 
dagegen im Allgemeinen der Einhüllenden einer bestimmten 
Classe die stngulären Tangenten fehlen, dasz sie aber Doppel- 
und Stillstandspuncte besitzt. 

Ist die Curve von eigentümlicher Natur, so kann sie auch 
singulare Puncto und Tangenten von höherer Ordnung besitzen. 
Eine Tangente heisfU r-fach, wenn sie die Curve in r Puncten 
berührt, die entweder alle verschieden sind oder zum Teil oder 



*) Die beiden Tangenten A nnd B können auch imaginär werden. Dann 
sind die beiden Zweige der Curve ebenfalls imaginär, nicht aber ihr Durch- 
schnittspunct a. Dieser heiszt in einem solchen Falle ein isolierter Puncto 
und kann als ein unendlich kleines oder Tcrschwindendes Oval aufgefaszt 
werden. 
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sämmtlich zusammenfallen können. Ein Punet heis%t r-faeh, 
vrenn die Curve r-mal durch ihn hindurch geht; durch ihn ge- 
hen daher r Tangenten, die Entweder alle verschieden sind, oder 
auch zum Teil oder sämmtlich zusammenfalten« 



3r. Vielfache Puncte und Tangenten. Ist a ein 
r-facher Punct einer Curve , so schneidet jede durch a gelegte 
Gerade die Curve in diesem Puncte r mal. Der Punct a gilt 
demnach für r Durchschnittspuncte der Geraden und der Curve. 
Berührt die Gerade aber im Puncte a einen der Zweige der 
Curve, die durch a gehen, so hat sie auch den zu a unendlich 
nahen Punct dieses Zweiges mit der Curve gemein. In diesem 
Falle zählt also a für r-f 1 Durchschnittspuncte der Curve mit 
der Tangente. Unter allen Geraden, die durch den Punct a 
gezogen werden können, gibt es daher nur r Gerade, nämlich 
die r Tangenten an die r Zweige der Curve, welche dort die 
Curve in r-\-l zusammenfallenden Puncten schneiden. Haben 
daher r-f 1 Gerade diese' Eigenschall, so hat sie jede durch 
a gezogene Gerade ebenfalls und a ist ein (r-f l)-facber Punct 
der Curve. 

Ist A dem entsprechend eine r-fache Tangente der Curve, 
so zählt sie für r der Tangenten, die durch einen Punct in ihr 
selbst gelegt werden können. Aber sie zählt fflr r+1 Tan- 
genten in Bezug auf die Durchschnittspuncte dieser Geraden mit 
der Curve. Von jedem Puncte der Geraden A gehen also r 
mit A selbst zusammenfallende Tangenten der Curve aus. Un- 
ter diesen Puncten sind nur r, von denen jedesmal r -|- 1 Tan- 
genten ausgehen, die mit A zusammenfallen. Gibt es in A noch 
einen Punct» der diese letztere Eigenschaft hat, so hat sie auch 
jeder andere Punct der Geraden A» und diese ist also eine 
(r + l)-fache Tangente. 

Dies vorausgesetzt, folgen die Sätze: 

Lehrsatz I. Hai eine Curve der n^ten Ordnung einen 
n- fachen Punct a, so ist sie ein System von n Geraden, 
die sich in a schneiden. 

Denn jede Gerade, welche 4 mit einem beliebigen Puncte des 
Ortes verbindet, bat mit ihm «-f 1 Puncte gemein, ist also 
selbst ein Teil des betreffenden Ortes. 
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Ebenso entsteht: 

Lehrsatz II. Hat eine Einhüllende der m-ten Clause 
eine m-fache Tangente , so ist sie ein System von m auf 
dieser Geraden liegenden Puncten. 

Ferner : 

LehrsatzIII. Eine einfache Curve n-ter Ordnung kann, 
wenn sie einen {n-^l)- fachen Punct hat, keinen Doppel- 
punet mehr haben. 

Denn die Gerade, welche diese beiden Punete verbindet, 
hätte 11 -f I Durchschnittspunete mit der Curve gemein. 

Dem entspricht der Satz: 

Lehrsatz IV. Eine einfache Curve der m-ten Classe 
kann, ausf&er einer (m—l)- fachen Tangenie, keine Doppel- 
tangente haöen» 

Denn sie wSrden für ihren Durchschnittspunct m-|-l Tan* 
genten repräsentieren. 

§.6. 

Oemein(ielfta<ftlietae Punete und Tanfrenten zweier 

Ciirveii« 

32. Zahl der Durchschnittspunete zweier Curven. 
In wieviel Puncten schneideif sich zwei Curven bezüglich von 
der Ordnung n und n'? 

Als ein selbstverständliches Axiom angenommen, dasz die 
Zahl der Durchächnittspuncte ajlein von den Ordnungen n und 
n' abhängt, bleibt diese Zahl unverändert, wenn wir för die ge- 
gebenen Curven andere Orte derselben Ordnung substituieren. 
Setzen wir für die Curve der n'-ten Ordnung n* Gerade, so 
schneiden diese die Curve der n-ten Ordnung in n.ft' Puncten. 
Das liefert den Satz : 

Lehrsatz I. Zwei Curven befuiglich von der n-ten und 
n'-ten Ordnung, schneiden sich in n.n' Puncten, die ent- 
weder reell oder imagifuir, alle verschieden oder %um 
Teil oder sämmtHch wusammenfallend sein können. 
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Man sagt, zwei Curveii haben eine tweipunctige, dreipunC" 
tige, vierpunctige , ßnfpunciige, sechspunciige, , . . ,, r-punc- 

(ige Berührung, wenn sie zwei, drei, vier, fünf, sechs, r 

aufeinander folgende Punete mit einander gemein haben. 



a. Einfluss der vielfachen Punete. Gehen durch 
einen Punct a r Zweige einer Curve und r' Zweige einer an- 
dern, so muss dieser Punct als Durchschnittspunct eines jeden 
Zweiges der ersten Curve mit jedem Zweige der zweiten 
Curve angesehen werden. Er zählt also für r.r* zusammen- 
fallende Durchschnittspuncte. Haben auszerdem ein Zweig 
der ersten Curve und ein Zweig der zweiten Curve in a eine 
gemeinschaftliche Tangente, so haben sie dort zwei gemein- 
schaftliche Punete, und a gilt also für r.r*+l Durchschnitts- 
puncte. Haben allgemein die beiden Curven in a ^ gemein- 
schaftliche Tangenten, so zMMt a für r.r'-f ^ gemeinschaftliche 
Punete der beiden Curven. 

In dem speciellen Falle, wenn r Tangenten der ersten Curve 
mit r^ Tangenten der zweiten Curve im gemeinschaftlichen 
Punete a in eine einzige Gerade T zusammenfallen, stellt die- 
selbe, r* '^r vorausgesetzt, r' gemeinschaftliche Tangenten vor, 
die Zahl der in a vereinigten Durchschnittspuncte ist also 
r'(r-f !)• Diese Zahl kann aber noch gruszer werden, und 
zwar jedesmal, wenn die Gerade T eine innigere Berührung mit 
einer der beiden Curven eingeht, das heiszt, wenn sie dieselbe 
in mehr als r + l oder r'-f 1 init a zusammenfallenden Puncteji 
schneidet. Hat z. B. die Gerade T in a mit der ersten Curve 
2r Punete, mit der zweiten r' + l Punete gemein, so gilt der 
Punct a als ein r(r'-f l)*maliger Durchschnittspunct beider Cur- 
ven. Hieraus ist leicht zu zeigen, dasz, wenn ein System K 
von r Curven der zweiten Ordnung, die den Punct a geroein 
haben und dort sämmtlich von einer Geraden 1 berührt werden, 
sowie eine beliebige andere Curve C, die r' Zweige besitzt, 
die sämmtlich durch a gehen und dort ebenfalls sämmtlich von 
der Geraden T berührt werden, gegeben sind, der Punct a in 
diesem Falle r^+} Durchschnittspuncte der Curve £7 mit jeder 
der Curven des Systems K darstellt, dass er also für r(r' -fl) 
gemeinschaftliche Pnricte der Curve C und des gesammten Sy- 
stems der Curven K zählt. 
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ö. Zahl der g^neiDschaftlicheD Tangenten zweier 
Curven, Vollständig analog beweist man den Satz: 

Lehrsatz II. Zwei Curven betüglich der m-ten und 
m''ten Claese haben num* gemeinachaßliche Tangenten, 

Und so weiter*). 



§.7. 

AnBaM der Bedinyiuif^en» dnrcla welche eine Cnrre 
n-ier Ordnmii^ oder m-ter Clasne Bentinuiit wird« 

33. Zahl der Bedingungen^ denen eine Curve ge- 
nügt, die einen r-fachen Ponct bat. Soll eine Curve 
durch einen bestimmten Ponct a gehen, so gilt dies offenbar 
für eine Bedingung. 

Durch a legen wir eine Gerade A. Soll nun die Curve 
auch den a benachbarten Punct der Geraden A enthalten, soll 
also die Curve nicht blos durch a gehen, sondern auch die 
Gerade A In diesem Puncte berühren, so zählt das für siM# 
Bedingungen. 

Wir legen durch a eine zweite Gerade Ai. Soll nun die 
Curve auszer den beiden benachbarten Puncten von A auch 
den Punct enthalten^ der In der Geraden Ai dem Puncte a un* 
endlich nahe ist^ so wird das fQr drei Bedingungen gelten; in 
diesem Patte schneidet aber jede durch a gezogene Gerade in 
diesem Puncte die Curve zweimal, a ist also ein Doppelpunct 
der Curve. Soll daher die Curve in a einen Doppelpunct haben, 
so zählt derselbe für drei Bedingungen. 

Hat die Curve in a einen Doppelpunkt, was drei Bedin- 
gungen entspricht, so schneidet jede Gerade A^ welche durch 
a geht, dieselbe in zwei in a zusammenfallenden Puncten. Soll 



*) Die Eigenschaften der Curven von gegebener Classe leiten sich aus 
den Eigenschaften der Curven von bestimmter Ordnung und umgekehrt 
mittelst des Princips der Dualität ab, das wir als selhstverständUch uad a6- 
solut ansehen, das heiszt als unabhängig von einer specieUea Theorie der 
Transformation der Figuren. 
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die Curve nun durch einen dritten unmittelbar folgenden Punct 
von A gehen« soll sie also mit der Geraden in a drei Puncte 
gemein haben, so ist dies offenbar eine neue Bedingung. Ver- 
langt man dasselbe für ztvei andere Gerade Ai und A^^ die 
ebenfalls durch a gehen, so haben wir im Ganzen sechs Be- 
dingungen. Gehen aber durch a drei Gerade, deren jede die 
Curve in diesem Puncte dreimal schneidet, so ist dieser Punct 
ein dreifacher Punct der Curve. Soll also a ein dreifacher 
Punct der Curve sein, so zählt das für sechs Bedingungen. 

Allgemein sei Xr-i <)ie Zahl der Bedingungen, ivenn die 
Cnrve in a einen (r — l)-fachen Punct haben soll. Jede Gerade 
A^ die^ durch a geht, hat dann in diesem Puncte r — 1 mit der 
Curve gemeinschaf'Hiche Puncte. Soll nun diese Curve noch 
den nächstfolgenden Punct der Geraden ^.enthalten, das heiszt, 
soll die Gerade A r Puncte mit der Curve gemein haben, so 
ist das eine weitere Bedingung. Wird dasselbe für r—\ an- 
dere Gerade verlangt, die auch durch a gelegt sind, so haben 
wir im Ganzen Xr-i-\rr Bedingungen. Gehen aber durch a 
r Gerade, deren jede in diesem Puncte r gemeinschaftliche 
Puncte mit der Curve hat, seist nach Nr. 31. a ein r-facher 
Punct der Curve: folglich gilt, wenn der Punct a ein r-facher 
Punct der Curve sein soll, dies /!^r ^r = ^r-i+r Bedingungen, 
das heiszt es ist allgemein 

Ä?r = 4r(r + 1). 

34. Zahl der Bedingungen), die eine Curve voll- 
ständigbestimmen; Curvenreihen vom Index JV. Durch 
wieviele Bedingungen ist nun eine Curve n-ter Ordnung be- 
stimmt? 

Soll die. Curve einen i»- fachen Punct a enthalten, so gilt 
das nach dem Obigen für ln(n+l) Bedingungen. Nun ist aber 
eine Curve nier Ordnung, die einen n- fachen Pdnct enthält 
nach Nr. 31. das System von n sich in diesem Puncte schnei- 
dender Geraden; diese sin<i sämmtlich bestimmt, sobald in jeder 
derselben ein zweiter Punct gegeben ist und somit ergibt sich 
der Satz: 

Lehrsatz I. Die Zahl der Bedingungen, weiche eine 
Curve von gegebener Ordnung n vollständig bestimmen, 
ist gleich 



48 £rste€ Capttel [§. 7—8. 

Sind nur ^n(n -f 3) — 1 Bedingungen gegeben , so gibt es 
unendlich viele Curven der it-ten Ordnung« die dieselben er- 
füllen. Unter ihnen werden immer eine bestrmnite Anzahl durch 
einen beliebigen Punct gehen. Diese Zahl sei n. Die ge- 
sammten Systeme dieser Curven, deren Zahl unendlich grosz ist« 
nennen wir eine Reihe von Curven der n-ten Ordnung und 
vom Index n **). 

So bilden z. B. die Tangenten einer Curve der m ten Classe 
eine Reihe der ersten Ordnung vom Index m. 

Im Aligemeinen gibt es immer eine Curve, welche eine 
gegebene Reihe einhüllt^ das heiszt in jedem Puncte eine der 
Curven der Reihe berührt. Die ganze Reihe läszt sich durch 
die stetige Bewegung einer Curve erzeugt denken, die gleich- 
zeitig die Form und den/Ort verändert und dabei stets den ge- 
gebenen Bedingungen genügt. Die Puncte, in denen eine Curve 
einer Reihe, die ihr unmittelbar benachbarte schneidet, sind 
gleichzeitig die Berührungspuncte zwischen der ersten Curve 
und der Einhüllenden der Reihe. 

In einer Reihe von Curven nter Ordnung kann man jede 
einzelne als von dem Werte einer bestimmten variablen Grusze 
abhängig betrachten, wie etwa, um ein Beispiel anzuführen, von 
dem Producte der anharmonischen Verhältnisze 

{abcxi ) . {abcx^ .... {abcxn) , 

worin a, 6, c drei g-egebene Puncte in gerader Linie bedeuten« 
und x^y x^y x^y .,.,y Xn die Puncte sind, in denen diese Gerade 
die Curve schneidet. 

Dieser Grusze« deren verschiedene Werte zur Bestimmung 
der verschiedenen Curven ein und derselben Reihe dienen, 
pflegt man den Namen Parameter zu geben. 



bestimmt. 



*) Ebenso ist eine Curve w-ter Classe durch 4wi(w + 3) Bedingungen 

¥V»1fVlf • 



*) Jonquihres, Th4orhnes g^€raux concemant les courbes g^om^triques 
planes (Tun ordre quelqtwnque, (Journal de M. Ltouville, Avril 1861. 



pag. 113) 
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Hängt die Curve von irrationalen Functionen des Parame- 
ters aby so werden die verschiedenen Werte dieser Functionen^ 
es seien r, ebenso viele Gurven bestimmen» welche alle ein 
und demselben Werte des Parameters entsprechen. Die Gruppe 
dieser r Curven kann als ein Ort der r.n-ten Ordnung betrach- 
tet werden, und die gegebene Reihe als eine solche von der 
r.n -ten Ordnung, in welcher jeder Wert des Parameters nur 
eine einzige Curve individualisiert. Eine solche Reihe kann 
man wusammenffeseifU nennen mit Rucksicht auf die Gurven 
n-ter Ordnung, und einfach in Bezug auf die Gruppen oder 
Gurven der r.9i-ten Ordnung. Daher ist klar, dasz der Fall 
einer zusammengesetzten Reihe, aus diesem Gesichtspuncte 
aufgefaszt, auf den der einfachen Reihen zurückgeführt werden 
kann. Wir werden im Folgenden daher nur von letzteren reden, 
gleichgültig ob die Elemente derselben einfache Gurven oder 
Gruppen von Gurven sind. 

35. Grfiszte Zahl der Doppelpuncte. Aus dem in 
Nr. 34. bewiesenen Satze ergibt sich folgendes weitere Theorem : 

Lehrsatz II. Eine einfache Curve der n^ten Ord' 
nung kann mit Mnschiii8% der Setzen nur |(ii— l)(it— 2) 
Doppelpuncte haben. 

Hätte sie nämlich einen Doppelpunct mehr, so könnte man 
durch diese J(» — l)(ii — 2) + I und durch andere n — 3 Puncte 
dieser Gurve, das heiszt im Ganzen durch \{n — 2}(it — 2-|-3) 
Puncte eine Gurve der {n — 2)-ten Ordnung legen, welche mit 
der gegebenen Gurve 

2li(«— 1)(«— 2) + l| + ii— 3=z:ii(«— 2) + I 

Durchschnittspuncte hätte > was unmöglich ist, wenn die gege- 
bene Gurve nicht aus Gurven einer niedrigeren Ordnung zu- 
sammengesetzt ist*). 

§. 8. 
Die Poriflmen Cliasleff' ii. das Tlieorem von Carnot. 

*36. Das Porisma Ghasles' für eine Ortscurve. Es 



♦) Plüclcer, a, a. 0., S. 215. 
Cremona, Ebene Curven^ 
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sei (Flg. VI.) aöc ein Dreieck. Ein beliebiger Paiict c voo öc 

ÜC 

ist durch das Verhäitnisz -r, ebeDso ein Punct b auf ca dorcb 

he 
das Verhäitnisz ^ gegeben. Ziehen wir die Geraden aa und 

öh, und schneiden dieselben sich in m, so ist dieser Pnnct 
▼ollständig durch die beiden Verhältnisze ~t und ^ bestimmt« 

Diese Verhältnisze betrachten wir al& eine Art Coordinaien 
des Pnnctes m. Die Gerade cm schneidet ab im Püncte c, 

wodurch ein drittes Verhäitnisz — entsteht. Diese drei Ver- 

ca 

bältnisze sind unter einander durch eine einfache Relation ver- 
bunden. Man hat nämlich nach dem bekannten Theorem des 
Ceva*): 

hc ac cb 

___ . ^^^ 

})a' ab "~ ca* 

Liegt der Punct m auf einer der Seiten ca oder cb, so ver- 
schwindet eine der Coordinaten» liegt m dagegen auf ab, so 
werden beide Coordinaten unendlich grosz, aber ihr Verhäitnisz, 

ausgedrückt durch — — , ist eine endliche Grusze. 

Laszen wir jetzt den Punct m sich auf einer Geraden be- 
wegen , so erzeugen die Puncte a und b auf cb und ca zwei 
projectivische Punctreiben, da jeder Lage von a nur eine Lage 
von Ift entspricht und umgekehrt. Es besteht folglich zwischen 

de ffc 
den Verhältniszen -r und ^r > durch welche die Puncte a und 

db va 

h bestimmt werden, eine Gleichung, die für beide vom ersten 

Grade ist. Da nun für den Punct, in welchem die gegebene 

(tc ie 

Grade ab schneidet, beide Verhältnisze ^- und -r unendlich 

va ab 

werden, so kann diese Gleichung nur die Form: 



♦) Von Ceva im Jahre 1678 gegeben. Man sehe Chasles, Apergu 
historique, S. 299 der deutschen Uebersetzung. 
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haben. Diese Relation zwischen den Coordinaten eines belie- 
gen Pnnctes m einer gegebenen Geraden heisze die Gleichung 
der Geraden, 

Untersuchen wir jetzt^ von welcher Form die Relation zwi- 
schen den Coordinaten des Punctes m ist, wenn derselbe sich 
auf einer Curve der n-ten Ordnung bewegt. Eine Gerade, 
deren Gleichung die (1) sei, schneidet die Curve in n Puncten, 
folglich musz die Gleichung (1) und die gesuchte Gleichung von 

n Coordinatenpaaren -r» g- gleichzeitig erfüllt werden, die ge- 
suchte Relation ist daher notwendig vom n-ten Grade für jede 
der beiden Coordinaten des Punctes i», und da die Zahl der 
Bedingungen, welche eine Curve w-ter Ordnung bestimmen 
in(n+3) ist, so musz die fragliche Relation 4«(fi + 3) von ein- 
ander unabhängige Coefficienten haben. 

Hieraus ergibt sich der Satz: 

Lehrsatz I. Bewegt sich einPunct m auf einer Curve 
der n-ten Ordnung, so besteht zwischen den v er ander li' 
chen Coordinaten des Punctes m eine bestimmte Reluttion 
von der Form: 

(2) 

^c . /«r V"^ 






= 0, 



+ 



welche man die Gleichung des Ortes des Punctes m 
' nennen kann. 

Und dem entsprechend: 

Lehrsatz II. Bewegt sich ein Punct m der Art, das% 
%wischen seinen Coordinaten eine Gleichung von der Form 
(2) besteht, so ist der Ort des Punctes m eine Curve der 
n^ten Ordnung. 

m 

4* 



52 EnteB Capitd. [§• 8- 

37. Das Porisma Cbasles' fOr eine Einheilende. 
Es sei wiederum abc ein Dreieck. Ein Punct a in bc^ bestimmt 

durch das Verhältnisz — , und ein Punct 1^ in oc» bestimmt 
durch das Verhältnisz t-, bestimmen zusammen eine Gerade 

ab, welche demgemäsz durch die Verhältnisze -- und g- voll- 
ständig gegeben ist. Diese Verhältnisze nennt man CoorM- 
naien der Geraden. Sie trifft die dritte Seite aö in einem drit- 

ten Puncte c; dadurch entsteht ein neues Verhältnisz --. Diese 

drei Verhältnisze sind nach dem Satz des Menelaus*) durch 
die einfache Relation: 

ab ia tb 
ac'hc ca 

verbunden. Geht die Gerade ab durch einen der Puncte a und 
bp so verschwindet eine der beiden Coordinaten« geht dagegen 
die Gerade durch c, so werden beide Coordinaten unendlich 

groszy aber ihr Verhältnisz bleibt endlich gleich — • 

Laszen wir jetzt die Gerade ab sich um einen festen Punct 
drehen, so erzeugen die beiden Puncte a und 1^ zwei projecti- 
vische Punctreihen. Es rousz also zwischen den Coordinaten 
der Geraden ab eine Gleichung des ersten Grades statt haben. 
Da nun, wenn die bewegliche Gerade durch e geht^ beide Coor- 
dinaten unendlich werden, so hat die Gleichung die Form: 

Diese Relation zwischen den Coordinaten einer Geraden^ 
die sich um einen festen Punct dreht, nennen wir die QleUhung 
des Punetes, als Einhüllende der beweglichen Geraden auf- 
gefaszt. 

Die Gerade a)6 bewege sich ferner so, dasz sie von einer 
Curve der m-ten Classe umhüllt werde. Welche Relation be- 



*) Menelaua^ Sphaerica, III, 1. 
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steht dann zwischen den Goordinaten der beweglichen Geraden? 
Von einem beliebigen Puncte, deszen Gleichung die (1*) sei, 
gehen m Tangenten der Curve aus, das heiszt m Lagen der 
beweglichen Geraden. Die gesuchte Relation und die Glei- 
chung (1*) mdszen also gleichzeitig durch m Systeme von Wer- 
ten der Goordinaten erfüllt werden» woraus sich ergibt» dasz 
die gesuchte Relation für jede der beiden Goordinaten vom 
m-ten Grade sein musz. Da nun aber die Curve m-ter Glasse 
durch imim-i-S) Bedingungen bestimmt ist, so musz die Re- 
lation ii7i(m-f3) von einander unabhängige Goefficienten ent- 
halten. 

Hieraus folgert sich der Satz: 

Lehrsatz IIL Bewegt sich eine Gerade so, das% sie 
von einer Curve der tn-ten Classe umhüiit wird, so öe^ 
stehi %wischen den Goordinaten der bewegHehen Geraden 
beständig eine Relation von der Form: 

(2*) 

•(s)"+i?+ft&(-^""' 






/ } =0. 



die man ais die Gleichung der Einhüllenden der be- 
weglichen Geraden ansehen kann. 

Umgekehrt ergibt sich noch : 

Lehrsatz IV. Bewegt sich eine Gerade so, das% ihre 
Coordinaten beständig einer Gleichung von der Form (2*) 
genügen, so ist die Einhüllende dieser Geraden eine Curve 
der m-ten Clässe. 

Die in den beiden letzten Nummern bewiesenen wichtigen 
Porismen sind von Ch'usles gegeben*). 



V 



♦) Aper^ historiquej p, 280. 
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38. Das Theorem von Carnot. Wir wenden uns wie- 
der zur GleichuDg (2) Nr. 36. In den Puncten 

in denen die Curve» welche sie darstellt, die Gerade eb schnei- 
te 
det, wird die Coordinate g- = 0, die andere Coordinate folgt 

ans der Gleichung^ wenn man jr~ =0 in dieselbe substituiert. 
Auf diese Weise entsteht: 

ae a'c a"c ^(n-i) ^ _^ g 
Ebenso erhält man für die Puncte 

in denen die Curve die Gerade ca schneidet: 

»£ 16^ 6^ B(»-i)g . £ 

Dividiert man ferner Gleichung (2) in Nr. 36, durch f tt) 
und beachtet den Satz des Ceva, so entsteht: 



Setzen wir hierin — - = 0, so erhalten wir die üt^rchschnitts- 
puncte 

« 

der Curve und der Geraden <ib\ folglich ist auch: 

ca* c'a' d'a t^^-^^oT' Qn ' 

Diese drei Resultate mit einander verbunden liefern die 
Gleichung: 
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Dadurch ist das berühmte Theorem von Carnoi*) bewiesen: 

Lehrsatz V. Schneidet eine Curveäer n^ien Ordnung 
die Seiten bc, ca, ab eines Dreiecks abc bezüglich in den 
Puncten 

i>, 1^', 6", ....,6("-i); 

#0 besteht immer die Qleiehung (3). 
Dieser Satz läszt sich auf jedes beliebige Polygon erweitern. 

39. Anwendung auf Curven zweiter Ordnung. Ist 
n=l> 60 fallt das Theorem von Carnot m\i dem Satze des 
Menetaus zusammen. Ist n = 2, so ergibt sich daraus eine 
Eigenschaft von sechs Puncten einer Curve zweiter Ordnung. 
Da nun aber eine Curve der zweiten Ordnung nach Nr. 34. 
durch fünf Puncte bestimmt ist, so hat man umgekehrt den 
Satz: 

Lehrsatz VI. Bestimmt man auf den Seiten be, ca, 
ab eines Dreiecks bezüglich die Puncte 

so, das% zwischen ihnen die Gleichung: 

. ab.a*b.f>c.i>*c.ta.cfa 

^^^ ac.a'c . ha . h'a.tb.c'b "" 



♦) G€omitrie de position, Paris. 1803. p. 291. Deutsch von Schumacher^ 
Altona. 1808 — 1810, mit Zusätzen von Gauss. 
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besteht, so liegen die sechs Punete a, a'; b, i'i c, c' auf 
einer Curve der zweiten Ordnung. 

Fallen die Pancte a', ('> C respective mit a> 6, c sasam- 
meuy berührt aUo die Curve die Seiten des Dreiecks In a, h 
und c, 80 geht die obige Gleichung über in: 

Das obere Zeichen kann nicht gelten, da sonst nach dem Satze 
des Menelaus die Punete a, l&y c in gerader Linie liegen 
müszten, und eine Curve zweiter Ordnung nur zwei Punete mit 
einer Geraden gemein haben kann. Nehmen wir also das ne- 
gative Zeichen^ so folgt, unter Anwendung des Satzes von 
Ceva, dasz die drei Geraden aa, bb^ cc sich in einem Punete 
schneiden. Folglich haben wir den Satz: 

Lehrsatz Vli. Ist eine Curve fsweiter Ordnung einem 
Dreieck eingeschrieben, so schneiden sich die Geraden, 
welche die Scheitel mit den gegenüberliegenden Beruh- 
rungspuncten verbinden, in demselben Punete. 

a. Anwendung auf Curven dritter Ordnung. Für 
11=: 3 erhalten wir aus dem Theorem des Carnot das neue: 

« 

Lehrsatz VIII. Schneiden die Seiten bc, ca, ab eines 
Dreiecks abc eine Curve der dritten Ordnung beidigiich 
in den Puncten 

so findet »wischen den entstehenden Abschnitten der drei 
Seiten die Gleichung statt: 

Qb.a'b.a'*b,hc.h'c*b"c.ca.cfa.cf'a _ . 
^^ ae.a'c.a''c.f>a.Va.f>''a.tb.tb.t''b'^ 

Liegen nun die sechs Punete 

in einer Curve der zweiten Ordnung, so gilt für sie die Glei- 
chung (4). Dividieren wir durch diese die Gleichung (5), so 
entsteht : 
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a"c.i"a.c"ö 



= J, 



und die Pancte a'\ Ib", c*' liegen daher in gerader Linie. Lie- 
gen amgekebrt a*', b'\ t' in gerader Linie, so befinden sieb 
die übrigen isecbs Dorcbscbnittspuncte auf einer Curve sireiter 
Ordnung. 

ö. Fortsetzung. Tangentialpunct. Bestebt der Ort 
der zweiten Ordnung aa'ii'cc* aus dem Systeme zweier zusam- 
menfallender Geraden^ so geht der obige Satz in den folgen- 
den über: 

Lehrsatz IX. Leffi man durch die Puncte^ in denen 
eine Curve dritter Ordnung von einer Geraden geechnU' 
ten wird, Tangenten an die Curve ^ so schneiden diese die 
Curve in drei neuen Puneten, die in einer wweiten Geraden 
Hegen *). 

Berührt eine Gerade eine Corve der dritten Ordnung im Puncto 
a und schneidet sie einfach im Puncte a'^ so heiszt der Punct 
a" der Tangentialpunct von a; wir können daher auch sagen: 

Lehrsatz X. Liegen drei Puncte einer Curve der drit- 
ten Ordnung in einer Geraden R, so Hegen ihre Tangen^ 
tiaipuncte in einer wweiten Geraden S. 

Die Gerade S heiszt der Geraden E beigeordnet (retta 
sattelite), diese dagegen heiszt die primitive. Der Durch- 
schnittspunct beider Geraden heiszt der beigeordnete Punct 
(punto sattelite) von R, 

Ist R eine Tangente der Curve dritter Ordnung, so fällt der 
beigeordn(*te Punct mit dem Tangentialpunct des Berührungs- 
puncfes zusammen, und die beigeordnete Gerade ist die Tan- 
gente der Curve im beigeordneten Puncto.« 

c. Fortsetzung. Wird die Gerade a'^i'^c" eine Wende- 
tangente der Curve der dritten Ordnung, so ergibt sich der Satz: 



*) Man sehe die Abhandlung Maclaurins, Ueber die Curven der 
dritten Ordnung, übersetzt von Jonqui^res: Mdanges de G^omitne pure, 
Paris. 1856. p. 323. 
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Lehrsatz XI. Ziehi man aus einem Wendepunete ei- 
ner Curve dritter Ordnung drei beliebige Transversalen, 
so schneiden diese die Curve in sechs Puneten, die in 
einer Curve der zweiten Ordnung Hegen. 

Liegen von diesen sechs Pancten drei in einer Geraden, 
80 liegen die drei übrigen ebenfalls in einer Geraden. Folglich 
gilt dann der Satz: 

Lehrsatz XII. Zieht man durch einen Wendepunet 
einer Curve dritter Ordnung drei Tangenten an die Curve, 
so Hegen die drei Berührungspuncte in gerader Linie*). 

d. Fortsetzung. Liegen die Pnncte a'\ i", c*' in gera- 
der Linie, so liegen die andern sechs a, af; i, 0%* c, <f in einer 
Cnrve der zweiten Ordnung; fallen nun von diesen drei a\ h', 
t* in einen Punct zusammen, so ergibt sich der neue Satz: 

Lehrsatz XIH. Berühren drei Transversalen, die 
durch einen Punct a' einer Curve dritter Ordnung gehen^ 
diese in drei Puneten a'\ i'% c" in gereuter Linie, und 
gleichsteitig in drei andern Puneten a, hy c, so hat die 
Curve der dritten Ordnung in a' eine dreipunctige Berüh- 
rung mit einer Curve zweiter Ordnung, die gleichartig 
durch die Puncte a, i, c geht. 

Fallen a'\ "b", c" in einen Wendepunet zusammen, so folgt 
aus dem letzten Satze der neue: 

Lehrsatz XIV. Jede Transversale ^ welche durch ei- 
nen Wendepunet einer Curve dritter Ordnut^ g&&ogen ist, 
schneidet dieselbe in zwei Puneten, in welchen diese Curve 
mit ein und derselben Curve zweiter Ordnung s&wei drei- 
punctige Berührungen hat**). 

Hieraus folgt noch: 

Lehrsatz XV. Zieht man durch einen Wendepunet 
einer Curve dritter Ordnung eine Berührende an die 
Curve, so hat diese in ihrem zweiten Berührungspuncte 



*) Maclaurin, a. a. 0,, p. 226. 
*♦) Poncelety AnaJ^e des transversales, {Grelles Journal T. 8. Ber- 
lin, Eeimer. 1832. S. 129—135.) 
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eine sechspunctige Berührung mit einer Curve der st^a- 
ten Ordnung % 

40. Der Satz von Chastes über die Tangenten ei- 
ner Curve. Wir betrachten jetzt zweitens eine Einhüllende 
der m-ten Ciasse. Sie sei gegeben durch die Gleicbnng (2*) 
in Nr. 38. Um die Tangenten der Curve, welche durch a 

gefaen^ zu erhalten« müszen wir in der Gleichung g;; = setzen. 

Die resultierende Gleichung gibt die Werte der zweiten Coordi- 
naten der Puncte 



in welchen bc durch die Tangenten geschnitten wird, die durch 
a gehen. Auf diese Weise entsteht: 

Für die Puncte 



6, V, a", ...., K"-»), 

in denen ca durch die Tangenten, welche durch b gehen, ge- 
schnitten wird, erhalten wir die entsprechende Relation: 

ia ^ ^ l&(>»-i )a Q^ 

Dividiert man die Gleichung (2*) in Nr. 38. durch (g-) und 
beachtet die Gleichung 

ac ' l&c ~" ca ' 

so erhält man: 






+ (>«+^m-Xj^ + .... + ^(g^) 



= 0. 



*) Plückery Ueber Cutven dritter Ordnung und analytische Bemeisföh' 
fung. (Crellea Journal T. 34. Berlin, Reimer. 1847. S. 330.) 
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ie 
SeUen wir hierin ^=:0, so ergeben sich hieraus die Puncte 

in denen aö von den Tangenten die dorch e gehen geschnit- 
ten wird. Es ist also: 



• t ' • AA • • • • ""7 «7 — ZZ!Z l^"* J,)** « 



Diese drei Resultate mit einander verglichen liefern die 
Relation : 

ca c^ c^ c("'-*)fl 

/ 
Hierin Hegt der Satz *) : 

Lehrsatz XVI. Zieht man durch die drei Seheitel a, 
bf c eines Dreiecks abc Tangenten an eine Curve der 
m-ten ClassSf welche die Seiten bc, ca, ab besägUch in 
den Puncten: 

a, aS «", .•.., a(«»-*); 

schneiden^ so besteht futischen den Abschnitten, welche 
durch diese Puncte aiuf den Seiten gebildet werden, immer 
die Relation (3*). 

Für »1=1 enthält Gleichung (3*) das Theorem des Ceva. 

Für 171 = 2 hat man eine Eigenschaft von sechs Tangenten 
einer Curve zweiter Classe» und leitet daraus den Satz ab: 



*) Chasles^ (x€om&rie sup&ieurey Paris, Bachelier. 1852. p. 361. 
I>eat8ch Ton SchnusBy Braunschweig , Leibrock. 1856. 
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Lehrsatz XVII. lat eine Curve wweUer Claaae einem 
Dreieck umschriebenf ao schneiden die Tanffenien in den 
Scheitelpuncten die gegenüberetehenden Seiien in drei 
Funden, die in gerader Linie liegen. 

U. s. w., ü. s. w. 

41. Curvenbfiscbel. Es seien 

(7=0, P = 

die zu Gleichung (2) Nr. 36. analogen Gleichungen zweier Cur- 
ven der n-ten Ordnung. Ist k eine beliebige GrOsze, so stellt 
die Gleichung « 

I7+AC = 

offenbar eine neue Curve der n-ten Ordnung vor. Die Werte 

fic ^c 
der Goordinaten -v und g-» welche U und IT annullieren, er- 
füllen auch die Gleichung Ü+XV ==0; folglich liegen die n* 
üurchschnittspuncte der beiden Curven 27=0 und £/*=:0 alle 
auf der Curve, deren Gleichung ü+XlPz:zO'*')\st Da nun diese 
letzte Gleichung für Jeden der unendlich vielen Werte von l 
eine Curve der n-ten Ordnung repräsentiert, so gilt der Satz: 

Lehrsatz XVIII. Durch die ffl Durchschnittapuncte 
vweier Curven der n-ten Ordnung las%en eich unendlich 
viele Curven derselben Ordnung legen. 

In Nr. 34. ist gezeigt, dasz eine Curve der n-ten Ordnung 
durch in(n-f 3) Bedingungen bestimmt ist. Der letzte Satz 
zeigt nun^ dasz im Allgemeinen durch |n(n-t-3) Puncte nur eine 
einstige Curve der n-ten Ordnung gelegt werden kann. Gingen 
nSmIich zwei Curven n-ter Ordnung durch diese Puncte, »o 
müszten nach obigem Satze noch unendlich viele andere Curven 
derselben Ordnung durch sie gezogen werden können. 

Durch in(n-f3) — 1 Puncte gehen nach Nr. 34. eine unbe- 
grenzte Anzahl Curven n-ter Ordnung, deren zwei sich noch 
in andern 



*) Lam^, Examen des diffirentes miüiodea employies pour rfyoudre les 
prohUmes de g€<m&riB^ Paris. 1818. p. 28. 
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n«— r4n(»+ 3)— 1 } = Kn - l)(n— 2) 

Puncteii schneiden. Diese gehören daher auch allen andern 
durch die gegebenen Puncte gelegten Curven an. Das gibt 
den Satz: 

Lehrsatz XIX. Durch 4n(»+3) — 1 beliebige gegebene 
Puncte gehen eine unbegrenzte Anzahl Curven n^ter Ord- 
nung hindurch^ die auszerdem noch i(n — l)(n — 2) be- 
stimmte Puncte gemein haben*). 

Eine jede dieser Curven ist vüllig individualisiert^ sobald 
auszer den gegebenen 4n(n-f 3)-— 1 Puncten noch ein beliebiger 
weiterer Punct derselben gegeben ist. Von der unbegrenzten 
Zahl der Curven, die durch in(w+3) — 1 Puncte gelegt fverden 
können, geht also nur eine durch einen weitern beliebigen Punct. 
Der Index der durch diese unbegrenzte Anzahl Curven gebil- 
deten Reihe (S. Nr. 34.) ist daher gleich 1. Eine solche Reihe 
beiszt ein Curvenbüschel, Unter einem Curvenbüschel n-ter 
Ordnung versteht man also das System der unendlich vielen 
Curven, die durch in(n-f3) — 1 beliebig gegeben und damit 
auch durch noch i(n — })(n — 2) bestimmte Puncte gehen. 

Die Gesammtheit der n^ gemeinschaftlichen Puncte eines 
Curvenbüschels heiszt die Basis des Büschels. 

Entsprechende Eigenschaften greifen bei den Curven einer 
bestimmten Classe Platz. Die m^ gemeinschaftlichen Tangen- 
ten zweier Curven m-ter Classe berühren eine unbegrenzte An- 
zahl anderer Curven derselben Ciasse, es gibt aber nur eine 
Curve der m-ten Classe, welche \m{m'{-2) Gerade berührt. Alle 
Curven der m-ien Classe, die \m{m + ^) — 1 gegebene Gerade 
berühren, haben noch \{m — l)(»i~-2) bestimmte gemeinschaft- 
liche Tangenten, u. s. w. 

§.9. 

Weitere Fandaiiieiitalisätze über ebene Carven. 

42. Der Satz von Jacobi. Von den in(n-f 3) Puncten, 
welche eine einfache Curve der n-ten Ordnung bestimmen, kon- 



♦) Plücker, Analytisch -geometrische Entmcklungen . 1. Bd. Essen, Bä- 
decker. 1828. S. 229. 
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nen nur höchstens n.p--i(p — l)(p — ^2) in einer Curve der j9-ten 
Ordnung liegen, p < n. Denn liegen 

Punete in einer Curve der p-ten Ordnung, l'<ii, so bestimmen 
die noch übrigen 

Punete nach Nr. 34. eine Curve- der (n — p)'ten Ordnung, die 
mit der gegebenen Curve der p-ten Ordnung einen Ort der 
n-ten Ordnung darstellt, der durch sämrotliche gegebene Punete 
geht. Folglich gilt der Satz: 

Lehrsatz 1. Auf einer Curve p-ter Ordnung kann man 
nicht mehr als 

Punete Willkür lieh annehmen ^ wenn durch dieselben eine 
einfache Curve der n^ien Ordnung, n^^p, gelegt werden 
soll *). 

43. Der Satz von Plu'cker. Es seien zwei Curven von 
den Ordnungen p und q gegeben und es sei p-[-qz=zn. Auf 
dem Orte der n-ten Ordnung, den beide Curven zusammen dar- 
stellen, nehmen wir \n{n-\-2i) — 1 willkürliche Punete an. Dnrcli 
diese Punete geht eine unbegränzte Anzahl von Curven der 
n-ten Ordnung (Nr. 41), die noch J(n — l)(n — 2) weitere Punete 
gemein haben, welche auf beiden gegebenen Curven verteilt lie- 
gen. Von den ^n(n + 3) — 1 willkürlichen Puncten wollen wir 
annehmen, es lägen np — g auf der Curve der p-ien und n*q — h 
auf der Curve der ^-ten Ordnung, so müszen nach dem Obigen 
g und h zwei positive ganze Zahlen sein, die der Bedingung: 

(1) ^+Ä=i(n-l)(n-2) 

genügen« Sollen die Curven nun durch die Punete, die in ihnen 
liegen, bestimmt sein, so müszen die Beziehungen 



*) Jacohi, De relationibus^ quae locum habere debent inter puncfa inter- 
sectionis duarum curvarum cet. (CrcZZc« Journal T. 15. Berlin, Reimer. 1836, 
S. 292). 
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bestehen. Aus ihnen folgt: 

Setzen wir hierin die Werte ein» welche für ff und h aus Glei- 
chung (]) folgen» 80 gibt das: 

*>l(^-l)(*-2), 

und damit sind die Grenzen gegeben» zwischen denen ff nnd h 
liegen mfiszen« So ist ff eingeschloszen durch die untere Grenze 
¥(P— 0(P-"2) und die obere Grenze i(p— l)(p— 2)+p(ii— p)— 1, 
und ist ff bekannt» so ergibt sfch A aus Gleichung (1). Hieraus 
flieszt der Satz*): 

Lehrsatz IL Alie Curven der Ordnunff n=^p + g, 
die man durch n.p-^ff Punete einer Curve der P'ien und 
durch n.q—h Punete einer Curve der q-ten Ordnunff /e- 
ffen kann, schneiden die erste Curve noch in ff und die 
%weite Curve noch in h festen Puncten. 

a. Folgerung L Aus diesem Satze folgt augenblicklich 
der neue: 

Lehrsatz IIL Damit durch die n^ Durchschnittspuncte 
fweier Curven der n-ten Ordnunff das System mveier 
Curven der p-ten und (n—p)'ten Ordnunff ffeiefft werden 
könne, ist es notfff, aber auch hinreichend, das% von diC' 
sen Durchschnittspuncten n.p — ff der Curve p-ter Ord* 
nunff und n(n—p)—h der Curve (n—pyter Ordnunff an- 
ffehoren. 



*) Plücher, Theorie der algebraischen Curven, S.U. 
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b. Folgerung 2. Hat ff seinen kleinsten Wert^ so kann 
man die letzten Sätze auch folgendermaszen faszen: 

Lehrsatz IV. Jede Curve der n-ien Ordnung^ die durch 
n,p — \{p—\){p — 2) Puncte einer Curve der p'ten Ord- 
nung gelegt ist, p<,n, schneidet diese auszerdem noch 
in i(p — 1)(/?— 2) festen Puncten. 

Oder: 

Lehrsatz V. Wenn von den n^ Durchschnittspnncten 
zweier Curven der n-ten Ordnung n.p — i(p — l)(p — 2) 
in einer Curve der p-ten Ordnung liegen, p<,n, so liegen 
davon auf derselben noch weitere \(p — \){p — 2), und die 
übrigen n{n —p) Puncte liegen auf einer Curve der (n—p)' 
ten Ordnung. 

44. Der Satz von Cayley. Die Sätze der letzten Num- 
mer sind endlich in dem folgenden allgemeinern Satze enthalten: 

Lehrsatz VI. Befinden sich von den Durchschnitts^ 
puncten zweier Curven Cn von der n-ten und Cm von der 
m-ten Ordnung, m<,n, »i.p--i(»i+p— »— l)(»i+p— «— 2) 
auf einer Curve Cp von der Ordnung p^n, so liegen auf 
dieser Curve noch weitere 

i(»i + ;? — »— l)(i»+p— n— 2) 

Puncte, und die übrigen m(n—p) Puncte liegen auf einer 
Curve der {n—pyten Ordnung. 

Denn beschreibt man durch i(n— »t)(n— »i + 3) der (n — m)p 
Durchschnittspuncte der Curven Cp und Cn, die sie nicht mit 
Cm gemein haben» eine Curve C«-m der (n— in)-ten Ordnung^ 
so haben wir zwei Orte der n-ten Ordnung, Cn und Gn+d-m- 
Die Curve Cp enthält nun 

»t/? — i(m I II— n— -l)(w+/? — n— 2) + 4(»— »t)(« — »t + 3) 

= n.i>-i(l>-l)(p-2) 

Durchschnittspuncte beider Orte. Folglich enthält sie nach Nr. 436. 
noch weitere i(l>— l)(l? — 2) Durchschnittspuncte, nämlich 

Cremonüy Ebene Curven. 5 
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die Cn und Cm gemeinschaftlich haben, und 

(n— »i)p— i(ii — »i)(n— 1»+3), 

die Cn und Cn-m gemein sind. Alle Cebrigen liegen dann auf 
einer Curve der (n — p)'teix Ordnung. 

Aus diesem Satze folgt, dasz durch die 

«i.p— i(w +p— n— l)(w+ii — » — 2) 

gegebenen, den Curven Cn, Cm, Cp gemeinschaftlichen Punete 
noch 

i{m i-p—n— IXm i-p—n — 2) 

ebenfalls diesen Curven gemeinschafttiehe Punete bestimmt wer- 
den. Diese letzten Punete sind aber unabhängig von Cn allein 
durch die Curven Cm und Cp bestimmt, und es gilt daher der Satz : 

Lehrsatz VII. Jede Curve der n-ten Ordnung, die 
durch 

« .i» --i(i» +p — n — 1)(»» +p — 11 — 2) 

Durchschnittapuncte vweier Curven der m^ten und p'ten 
Ordnung, m<,n und p < n vorausgesetzt, beschrieben ist, 
geht auch durch sämmtliche Hörige Durchschnittspuncte 
dieser beiden Curven*). 

45. Anwendungen. . Die soeben bewiesenen Sätze sind 
durch ihren vielfachen Gebrauch in der Theorie der Curven von 
der allergröszesten Wichtigkeit. Wir begnügen uns hier, einige 
Interessante Beispiele hinzuzufügen. 

a. Folgerung 1. Schneidet man eine Curve der n-ten 
Ordnung durch zwei Transversalen bezüglich in den Puncten: 

a, b, c, ...., n; 

a', b', &, ....,«'; 

und betrachtet das System von n Geraden: 

aaf, bb*, c&, ....,nn' 



*) Cayley, (Cambridge and Dablin Matbematical Journal, Vol. HI., 
1843, p. 211). 
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als eiDien Ort der n-ten Ordnung, so liegen nach Nr. 43^, die 
übrigen DurchschnitUipuncte dieser Geraden mt der gegebnep 
Curve in einer Curve der (n~2)-ten Ordnung« Läüizt man die 
Puncte a*, b', &, .••.,n' respective mit a, b, c, — ,n zusam- 
menfallen, so entsteht: 

Lehrsatz VUI. Legi man durch die Puncte, in denen 
eine Curve n-ter Ordnung von einer Geraden geschnitten 
wird, Tangenten an die Curve, so schneiden diese dieselbe 
noch in n{n--^l) weitern Puncten, diesämmtlich auf einer 
Curve der (n-^^yten Ordnung Hegen*), 

b. Folgerung 2. Aof analoge Art beweist mau den all- 
gemeinen Satz: 

Lehrsatz IX. JLegt man durch die Puncte in denen ^ne 
Curve der n-ten Ordnung von einer Curve der n''ten Ord- 
nung geschnitten wird, die Tangenten der ersten Curpe, so 
schneiden dieselben diese Curve in noch n.n*(n—2) Puncten, 
die alle auf einer Curve der n'(«— 2)-/e» Ordnung Hegen. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem am Anfang von Nr. 44. 
bewiesenen Satze, sobald man den Complex der n.n' gemein- 
schaftlichen Tangenten als einen Ort der ft.n'-ten Ordnung, 
und die doppelt gezählte Curve der n'-ten Ordnung als einen 
Ort der 2n'-ten Ordnung auffaszt. 

c. Folgerung 3. Die Sätze von Pascal und Bri- 
anchoM. 

Lehrsftta X. Ist eine Curve dritter Ordnung durch 
die Scheitel eines Sechsecks und durch mwei der drei 
Puncte, in denen sich Je zwei gegenüberstehende Seiten 
schneiden, beschrieben, so geht sie auch durch den dritten 
dieser Puncte. 

Denn die erste, dritte und fünfte Seite des Sechsecks bil- 
den einen Ort der dritten Ordnung, einen zweiten Ort der drit- 
ten Ordnung liefern die drei übrigen Seiten des Sechsecks. 
Die neun Durchschoittspuncte dieser beiden Orte sind die sechs 
Scheitel des Sechsecks und die drei Durchschnittspuncte der 



*) Poncelet, Analyse des transversades, p. 387. 
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gegenuberliegeoden Seiten. Von diesen liegen nach der Vor- 
aussetzung acht in der gegebenen Curve, diese enthält also 
nach Nr. 41. auch den neunten, q. e. d.*). 

Liegen die sechs Scheitel in einer Curve der zweiten Ord- 
nung, so liegen nach Nr. 436. die fibrigen drei in gerader Linie. 
Dies gibt das berfihmte Theorem won Pascal: 

Lehrsatz XL Die Gegenseiten eines in eine Curve 
wweiier Ordnung eingeschriebenen Sechsecks schneiden 
sich in drei Puncten, die in gerader Linie Hegen**). 

Aus diesem folgt mittelst des Princips der Dualität der Satz 
von Brianchon***): 

Lehrsatz XII. Di^ drei Geraden, welche die gegen- 
überliegenden Scheitel eines um eine Curve der zweiten 
Glosse beschriebenen Sechsecks verbinden, schneiden sich 
in demselben Puncte. 

d. Folgerung 4. Es sei ein Sechseck einer Curve dritter 
Ordnung eingeschrieben; i, 2, 3, 4, 5, 6 seien die Scheitel; a, 
b, C beziiglich die Durchschnittspuncte der Gegenseiten [12 '45], 
[23*56], [34*61]. Läszt mau nun die Puncte 1 und 2 sowie 
4 und 5 zusamnicnfallcn, so bilden die Puncte l, 3, 4, 6, b, c 
die Scheitel eines vollständigen Vierseits und a ist der Durch- 
schnitt der Tangenten in den Puncten 1 und 4. Das gibt 
den Satz: 

Lehrsatz XIH. Ist ein vollständiges Yierseit einer 
Curve dritter Ordnung eingeschrieben ^ so schneiden sich 
die Tangenten der Curve in %wei gegenüberliegenden Schei- 
teln in einem Puncte der Curve f). 



*) Poncelet, a. a. 0. p. 132. 

**) Pascal, Essais pour les a>niques m den Oeuvres de JBlaise Pascal. 
A la Haje. Chez Detune M.DCC.LXXIX. t. 4. p. 1—7. — Man sehe auch: 
Weissenborn, die Projection in der Ebene, Berlin, Weidmannsche Buch- 
handlung 1862. Vorrede S. VIII— XVII. 

***) Brianchon, Journal de VEcole polytechnique , Oah. 1 3 , pag. 801, 
Paris 1806. 

t) Maclaurin, a, a. 0. p. 237. 
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Es seien jetzt a, b, c\ a', b', & die Scheitel eines in eine 
Cnrve dritter Ordnung eingeschriebenen vollständigen Vierseits; 
a, b, c seien in gerader Linie; a*^ b\ e* die Scheitel, welche 
ihnen beziiglieh gegenüberliegen. Nun schneiden sich die Tan- 
genten in den Puncten a und a(\ b und b*\ c und & nach dem 
Obigen in drei Puncten a, Ib, c der Curve. Nach Nr. 396. lie. 
gen aber, wenn die drei Puncte a, b, c einer Curve dritter Ord- 
nung in gerader Linie liegen, ihre Tangeiitialpuncte a, 8, c 
ebenfalls in einer Geraden, und wir haben also den Satz: 

• 

Lehrsatz XIV. Isi ein vollständiges Vierseit einer Curve 
der drillen Ordnung eingeschrieben, so schneiden sich die 
drei Paare von Tangenlen durch die sich gegenüberliegen- 
den Scheilel in drei Puncten der Curve, die in gerader 
Linie liegen. 

§. 10. 
ISrsBeiii^ny ebener Curven* 

46. DoppelverhKItnisz von vier Curven eines Bü- 
schels. In Nr. 41. verstanden wir unter Curvenbüschel der 
n-ten Ordnung das System der unendlich vielen Curven der 
n-ten Ordnung, die durch dieselben n^ Puncte gehen. Ein Cur- 
venbüschel ist also ein geometrisches Gebilde, deszen einzelne 
Elemente Curven n-ter Ordnuni]; darstellen^ die durch iii(ii-|-3)— 1 
gegebene Puncte und damit auch durch l(n — l)(n~2) andere 
feste Puncte gehen. 

Jede Curve des Büschels ist vollständig individualisiert, so- 
bald ein Punct gegeben ist, durch den sie gehen soll. Nehmen 
wir an, dieser Punct läge auf einer Geraden, welche durch ei- 
nen Punct der Basis geht, und zwar diesem Puncte unendlich 
nahe, so ist die Curve durch ihre Tangente in dem Basispunete 
gegeben. Legen wir daher durch einen Basispuncl des Büschels 
eine beliebige Gerade, so gibt es nur eine Curve des Curven- 
büschels, welche diese Gerade in dem bestimmten Puncte be- 
röhrt. Wir construieren jetzt das Stralenbüschel, das durch 
die sämmtlichen Geraden, welche durch einen Basispuncl ge- 
legt werden können, gebildet wird, und nennen jeden Stral des 
Stralenbüscbels derjenigen Curve des Curvenbüschels entspre- 
chend, die ihn im Basispunete berührt. Dann entspricht offen- 
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bar jedem Strai des Stfalenbüsohels eine eimige Corve des 
Carvenbuscbels, and umgekehrt jeder Carve des Curvenbfisehels 
nur ein Stral des Stralenbuc^chels. Folglich bilden StralenbGsehel 
und Curvenbuschel zwei pröjectivische geometrische Gebilde. 

Betrachten wir zwei Basispuncte und die StralenbGsehel» 
deren Alittelpuncte sie sind, und nennen diejenigen Stralen der 
beiden Stralenbtischel enisprechende Stralen, die dieselbe Cur?e 
des CurFenbuschels in den beiden Basispnncten berühren, so 
sind die beiden Straienbuschel offenbar projectivisch, das heiszt, 
die n^ StralenbGsehel, deren Mittelpuncte die n^ Basispuncte 
bilden, sind sämmtlich unter sich und mit dem Conrenbdftchel 
pfojectiviscb. 

Dies vorausgesetzt, verstehen wir unter DoppelverAäiinis% 
von vier Curven eines Curvenöüscheis das Ooppelverhältnisz 
der vier entsprechenden Stralen eines der n^ zu dem Curven- 
buschel projectivischeu StralenbGsehel. 

47. Zusammenfallen zweier Basispuncte. Es mö- 
gen zwei Basispuncte sich einander unendlich nähern, das 
heiszt, die Curven des Buscheis mögen sich in einem Puncto 
a berGhren. Ist dann Ä die gemeinschaftliche Tangente aller 
dieser Curven, so haben alle Curven in a zwei unendlich nahe 
Puncte mit der Tangente Ä gemein, so dasz sich also immer 
eine Curve bestimmen läszt, welche durch einen dritten zu a 
unendlich nahen Punct von Ä geht, die also mit Ä in a eine 
dreipunctige BerGhrung hat. Ebenso läszt sich immer eine 
Curve bestimmen, welche mit einer zweiten beliebigen durch a 
gelegten Geraden B einen dem Puncte a unendlich nahen Punct 
gemein hat, die also im Allgemeinen nach Nr. 31. in a mit jeder 
andern durch a gelegten Geraden zwei zusammenfallende Puncte 
besitzt, und damit ist der Satz erwiesen: 

Lehrsatz I. Unter allen Curven eines Curvenbüscß^eis, 
die sich in einem Puncte a öerUhren, gibt es eine, für 
welche a ein Wendepunci, und eine, für welche dieser 
Fun^ tin Doppelpunct isi. 

48. Der Basispunct als Doppelpunct ffir atleCur- 
vendesBtiscbels. Es kann sich ereignen, dasz ein Ba^K- 



j 
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puDct für alle Curven des Curvenbüschels ein Doppelpunct ist; 
dann gilt dieser Punet nach Nr. 32. fiir vier der Durchschnitts - 
pnncte zweier beliebiger Curven des Büschels, die übrigen Ba- 
sispuncte sind also in diesem Falle noch n^ — 4. Nun ist klar, 
dasz die Tangentegpaare der einzelnen Curven in dem gemein- 
schaftlichen Doppelpuncte eine quadratische Involution bilden. 
Eine solche enthält aber immer zwei Doppelstralen, und es gibt 
also zwei Curven des Curvenbüschels, für welche a eine Spitze 
bildet. 

Haben alle Curven des Curvenbüschels in dem Doppelpuncte 
a eine gemeinschaftliche Tangente , so bestimmt jede durch 
a gelegte Gerade , als zweite Tangente betrachtet^ eine Curve 
des Büschels. In diesem Falle gibt es also nur eine Curve, 
für welche a eine Spitze bildet. 

Haben alle Curven des Büschels im Doppelpunct a diesel- 
ben zwei gemeinschaftlichen Tangenten Ä und Ä*, so läszt sich 
eine dieser Curven so bestimmen, dasz eine Gerade, die durch 
a gelegt^ aber von Ä und A' verschieden ist, mit derselben 
drei gemeinschaftliche Puncte besitzt. In diesem Falle gibt es 
also nach Nr. 31. eine Curve des Büschels, für welche a ein 
dreifacher Punct ist. Dies gilt natürlich auch dann noch, wenn 
die beiden Tangenten A und A' in eine gemeinschaftliche Tan- 
gente zusammenfallen, das beiszt, wenn der Punct a für alle 
Curven des Curvenbüschels eine Spitze bildet. 

Dem analog gilt der allgemeine Satz: 

Lehrsatz II. Ist a ein r-facher Punet ßlr alle Curven 
eines Curvenbüschels, und haben diese daselbst r gemein- 
schaftliche Tangenten, so gibt es immer eine Curve des 
Büschels, für welche a ein (r + lyfacher Punct ist. 

49. Involution auf einer Transversale durch ein 
Curvenbüschel erzeugt. Schneidet eine beliebige Transver- 
sale die Curven eines Curvenbüschels der n-ten Ordnung, so bil- 
den die Durchschnitte derselben mit jeder Curve der n-ten Ord- 
nung eine Gruppe von n Puncten. Die Gesammtheit aller dieser 
80 gebildeten Gruppen von n Puncten stellt eine Involution des 
ii*ten Grades dar. Denn durch jeden Punct J der Transversale 
geht eine eintige Curve des Büschels, welche diese Transver- 
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6ale in den übrigen n — 1 PuncteD der Groppe, zu welcher j 
gehurt, schneidet. Jede Groppe ist also durch einen einzigen 
ihrer Puncte vollständig bestimmt, und dies ist genau das in 
Nr. 21. angegebene charakteristische Kennzeichen der Involution*). 

Die Involution, die auf diese Weise entsteht, enthält nach 
Nr. 22. 2(n — 1) Doppelpuncte, wir haben also den Satz: 

Lehrsatz III. ünier den Curven eines Büschels der 
n-ien Ordnung gibt es immer 2(n — 1), die eine gegebene 
Gerade berühren. 

Offenbar sind das Curvenbuschel n-ter Ordnung und die 
Involution n-ten Grades, die von demselben auf einer beliebigen 
Transversale bestimmt wird, zwei projectivische geometrische 
Gebilde, das heiszt, die Doppelverhältnisze von vier Curven 
des BQschels und von den vier entsprechenden Punctgruppen 
der Involution, in denen sie eine beliebige Gerade schneiden, 
sind einander gleich. 

Zwei Curvenbuschel heiszen projectivisch , wenn sie be< 
ziiglich zu zwei projectivischen Stralenbuscheln projectivisch 
sind, das heiszt, wenn jeder Curve des einen Buscheis nur 
eine Curve des andern Büschels entspricht und umgekehrt. 
Folglich sind offenbar die Doppelverhältnisze von vier Curven 
des einen und von den vier entsprechenden Curven des zweiten 
Curvenbuschels einander gleich, und die beiden Involutionen, 
welche zwei projectivische Curvenbuschel auf derselben oder 
auf zwei verschiedenen Geraden bestimmen^ projectivisch. 

50. Ort der Durchschnittspuncte zweier projec* 
tivischer Curvenbuschel. Wir bestimmen zunächst die 
Ordnung des Ortes der Durchschnittspuncte der correspondie» 
renden Curven zweier projectivischer Curvenbuschel der n*ten 
und n'-ten Ordnung. Zu diesem Zwecke schneiden wir beide 



♦) Diese wichtige Eigenschaft, dasz die Pnnctgruppen, in der eine Trans- 
versale die Curven eines Curvenbuschels schneidet, in Involution sind, ist 
in dieser Allgemeinheit schon von Poncelet (Comptes rendus, 8. Mai 1843, 
p. 953) ausgesprochen. Sturm hat diesen Satz für die Kegelschnitte bewie- 
sen: Memoire sur les lignes du second ordre (Annales de Gergonne, 1. 17, 
Nismes 1826 — 27, p. 180). 
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Büschel durch eine Transversale. Hierdurch entstehen zwei 
projectivische Involutionen vom n-ten und n'-ten Grade, die nach 
Nr. 246. n\-nf gemeinschaftliche Puncte haben. Auf der gege- 
benen Transversale liegen also n-f-it' Puncte, durch welche je 
zwei entsprechende Curven der beiden Curvenbüschel hindurch 
gehen, das heiszt n\-n* Puncte des gesuchten Ortes. Dieser Ort 
ist demnach eine Curve Cn^n' der (n + nO-ten Ordnung*). Sie 
geht durch sämmtliche Basispuncte der beiden Curvenbüschel, 
da ein jeder dieser Puncte auf allen Curven des einen Buscheis 
und auf je einer Curve des andern Büschels liegt**). 

a. Zerlegung des Ortes in Curven niederer Ord- 
nung. Die resultierende Curve der (n-^n^-ten Ordnung kann 
oftmals in Curven von niederer Ordnung zerlegt werden. So 
sind z. B«, wenn die einander entsprechenden Curven der bei- 
den Büschel sich beständig auf einer Curve der r-ten Ordnung, 
r<n-fn', schneiden, die übrigen Durcbschnittspuncte alle auf 
einer zweiten Curve der (n-\-n' — r)'ien Ordnung gelegen, und 
diese und die obige Curve der r-ten Ordnung bilden zusammen 
den vollständigen, durch die beiden Curvenbüschel erzeugten 
Ort der (ii-|-n')-ten Ordnung. 

b* Anderer Fall der Zerlegung. Diese Zerlegung 
greift auch dann Platz, wenn die beiden projectivischen Curven- 
büschel, die wir jetzt von derselben Ordnung n voraussetzen, 
eine gemeinschaftliche Curve haben, die sich selbst zugeordnet 
ist. Dann kann man jeden Punct dieser Curve als gemeinschaft- 
lichen Punct zweier entsprechender Curven auffaszen, und der 
Ort der Durcbschnittspuncte von je zwei der übrigen entspre- 
chenden Curven der beiden Büschel ist in diesem Falle eine 
Curve der n-ten Ordnung. 

• Diese Eigenschaft kann man auch auf folgende Art aus- 
sprechen : 



*) Ueber diese Methode, die Ordnung eines geometrischen Ortes zu be- 
stimmen, sehe man Poncelet^ Analyse des transversales, p. 29. 

**) Chasles, Constmction de la courbe du S»»« ordre etc, (Comptes ren- 
dtts, 30. Mai 1853). — Sur ks courbes du 4"»« et du bme ordre etc, (Comptes 
rendus, 16. aoüt 1853). — Jonquihres, Essais sur la g^n&ation des cour- 
bes etc, Paris, 1858, p. 6. 
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Lehrsatz IV. /#/ eine Curve H durch die gerndn- 
sehaßUehen Punete zweier Cwrven U und V und gleicknei' 
tig durch die gemeinschaftlichen Punete wweier anderer 
Curven U und V beschrieben, so liegen die DurehsehniltS' 
punete der Curven ü und U*, sowie die der Cwrven V und 
P sammtUch auf einer und derselben vweiien Curve K. 

Naturlich sind alle diese Curven von derselben n-ten Ord- 
nung angenommen. 

51. Einflusz zusammenfallender Durchsehnitts- 
puncte. Schneiden wir wiederum, viie soeben, zwei gegebene 
projectivische Gurvenbüschel durch eine Transversale R, so 
erhalten wir zwei projectivische Involutionen» deren n-i-n* ge- 
meinschaftliche Punete die Durchschnittspuncte der Transver- 
sale R mit der durch die Durchschnittspuncte der entsprechen- 
den Curven erzeugten Curve £»4.«' sind. Es liege nun auf R 
ein Puncto, in welchem r Durchschnittspuncte der sämmtlichen 
Curven des ersten Büschels und r' dieser Durchschnittspuncte 
für sämmtliche Curven des zweiten Büschels mit der Geraden 
R zusammenfallen, gleichzeitig habe eine Curve Cn des ersten 
Büschels in r-f ^ Puncto mit R gemein, und die ihr entspre- 
chende Curve Cu' des zweiten Büschels und R ebenfalls r' -\-s* 
mit o zusammenfallende Durchschnittspuncte, dann fallen nach 
der in Nr. 24c. und d., gegebenen Auseinandersetzung r-fr'-f 
oder r 4- r' + ^ Durchschnittspuncte der TraosTersale R und der 

Curve Cn^n' mit zusammen, je nachdem s^s* ist. 

Aus diesem allgemeinen Satze folgen eine bedeutende Zahl 
weiterer Sätze. Wir beschränken uns darauf, diejenigen hier 
auszusprechen, deren wir später benötigt sein werden. 

a. Folgerung 1. Es sei ein Basispunct des ersten 
Büschels, Cn' die Curve des zweiten Büschels, die durch geht, 
Cn die entsprechende Curve des ersten Büschels und R die 
Tangente der Curve Cn im Punete 0. Dann folgt aus dem Obi- 
gen (r=l, r'=:0, «£=!, ^' = 1), dasz R auch Tangente von 
Cn-^-n' in ist. 

b, Folgerung 2. Die Curven des ersten Büschels gehen 
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durch o and haben daselbst eine gemeinschaftliche Tangente» 
es ist also unter ihnen nach Nr. 47. eine Cn, fär die ein Doppel- 
punct ist. Geht die entsprechende Cnrre Cn» des zv^^eiten Bü- 
schels ebenfalls durch o, so schneidet nach dem allgemeinen 
Satze Jede beliebige durch o gezogene Gerade {r-rzly r'srOy 
^ = 1, «'=1) die Curve Cn-{-n' in zwei mit O zusammenfallenden 
Puncten, o ist also ffir Cu-{-n' ein Doppelpunct. 

c. Folgerung 3. Hat unter den vorigen Voraussetzungen 
Cn' in O einen vielfachen Puncto so folgt für eine der beiden 
Tangenten in o von Cn aus dem allgemeinen 8atze (r = 1, 
r'=:0, « = 2» «'>!), dasz dieselbe mit Cn-^u* drei Puncte, die 
mit o zusammenfallen^ geraein hat. Cn^^' hat also mit Cm nicht 
nur den Doppelpunct o gemein, sondern auch die beiden Tan- 
genten des Doppelpunctes. 

d. Folgerung 4. Unter der Voraussetzung in b, sei R 
in eine gemeinschaftliche Tangente der Curven des ersten 
Büschels und auch eine der Tangenten an die beiden Zweige 
von Cn* dann ist sie auch (r = 2, r' = 0, ^=1, «' = 1) Tan- 
gente eines der beiden Zweige von Cn^n'* 

^e. Folgerung 5. Berührt auszerdem die zweite Tangente 
von Cn in o dort auch die entsprechende Cn*i so folgt, dasz 
diese Gerade (r=l, r' = 0, * = 2, *'==2) die Tangente des 
zweiten Zweiges der Cn-f«' ist. Folglich hat Cn-f-ns wenn für 
Cn beide Tangenten durch o in die Gerade R zusammenfallen, 
die als gemeinschaftliche Tangente aller Curven des ersten 
Büschels vorausgesetzt war, und diese im Puncte o auch Cn' 
berührt, in eine Spitze, und R ist die Rückkehrtangente. 

f. Folgerung 6. Es gehen die entsprechenden Curven 
Cn und Cn' dieselbe Anzahl ^-mal durch den Pnnet ö. Eine 
beliebige Gerade R durch gezogen hat dann (r = r'=:0, 
sz=is'=zi) in mit Cn-{-n' i Puncte gemein» folglich ist auch 
ein ^-facher Punct von Cn^n'» 

ff. Folgerung?. Geht Cn ^-mal, Cn' aber f-mal durch 
0, f >if> so ist der Punct o natürlich immer noch ein t-facher 
Pnnct von Cn\Jh'' Betrachten wir nun eine der Tangenten von 
Cn in 0, so ergtht das allgemeine Theorem (r=r'=s:0> ^=2tf-f I, 
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#'>0» cla8z diese Tangente i-|-l Panete mit Cu-^%' in gemein 
hat, dasz also die Tangenten an die i Zweige ¥on Cn auch die 
i Zweige von Cu-^n' in berühren. 

Ebenso wurde man aueh das in der folgenden Nummer Ge- 
sagte beweisen können. 

52. Einflnsz gemeinschaftlicher Basispuncte. Ha- 
ben die Basen der beiden Curvenbuschel einen Punct a ge- 
mein, und ist derselbe für die Cnrven des ersten Büschels ein 
r-facher, für die des zweiten Buscheis ein r^-facher Punct, so 
hat jede Curve des ersten Büschels in a eine Gruppe von r 
Tangenten. Die entsprechenden Gruppen fär die einzelnen 
Cnrven dieses Büschels bilden eine Involution r-ten Grades, 
ebenso bilden natürlich die Tangenten an die Curven des zwei- 
ten Büschels in a eine Involution des r'-ten Grades. Diese 
beiden Involutionen haben nun nach Nr. 246. r-fr' gemeinschaft- 
liche Stralen^ deren jeder, da er in a zwei entsprechende Cur- 
ven der beiden Büschel berührt, auch in demselben Puncte die 
Curve Cn-\-n' berührt. Diese Curve hat daher r-f r' Zweige, 
die sämmtlich durch a gehen, und die Tangenten dieser Zweige 
bilden die gemeinschaftlichen Stralen der beiden Involutionen. 

n. Besonderer Fall, üieraus folgt , dasz, wenn alle 
Curven eines Büschels in a eine gemeinschaftliche Tangente 
haben, diese auch Tangente von Cn-{-n' ist. Sind nun alle r 
Tangenten in a fü'r die Curven des ersten Büschels gemein- 
schaftlich, also auch Tangenten an die Curve CWfns so sind 
offenbar nach Nr. 48. die r' übrigen Tangenten dieser letzteren 
Curve die r* Tangenten der Curve Ch' des zweiten Büschels, 
welche der Curve Cn des ersten Büschels entspricht, für welche 
a ein (r -f l)-facher Punct ist. 

53. Aufgabe eine Curve von bestimmter Ordnung 
zu construieren. Das wichtige Theorem in Nr. 50. fuhrt ganz 
natürlich auf die Autgabe: 

Es sind soviel Puncte gegeben, als notig sind, damit durch 
sie nur eine einzige Curve der (n-f ^O-ten Ordnung gelegt 
werden kann; man soll zwei projectivische Curvenbuschel von 
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der fi»ten und n'-ten Ordnung construieren, welche durch die 
Durchschnittspuncte der entsprechenden €urven die gesuchte 
Cnrve erzeugen. 

Ist diese Aufgabe gelost» so folgt unmittelbar: 

Lehrsatz V. Jede Curve einer bestimmten Ordnung 
n-{-n' läs%t sich durch die Durchschnittspuncte der ent- 
sprechenden Curven zweier projectivischer Curvenöiischel 
der n'ten und n'-ten Ordnung erzeugen. 

Die Lösung der gestellten Fundamental -Aufgabe hängt 
von einigen Lehrsätzen ab, die Chasles und Jonquieres 
aufgestellt haben, zu deren Darlegung wir jetzt fibergehen. Da 
für die Curven der zweiten Ordnung, wie weiter unten in Nr. 59. 
gezeigt werden soll, der Satz in Nr. 50. zur Lösung hinreicht, 
80 brauchen wir die nachfolgenden Sätze nur fiir Curven, deren 
Ordnungszahl n -{- n* gröszer als 2 ist, zu beweisen. Es ist 
also für das Folgende anzunehmen erlaubt, n-{-n* sei nicht 
kleiner als 3. 

54. Der erste Satz von jChasles. L Fall. Auf einer 
Curve der (n-f fiO-ten Ordnung d+n' nehmen wir «* Puncte an 
und betrachten sie als Basis eines Curvenbüsehels fi-ter Ord- 
nung. Wir setzen dabei voraus, es sei is>n'. Sind nun Cn und 
O'n zwei Curven dieses Büschels, so liegen nach Nr. 44. n.n' der 
Durchschnittspuncte der Curven Cn-{^* und Cn auf einer Curve 
Cn' der n'-ten Ordnung, da die* übrigen n^ Durchschnittspuncte 

auf Cn liegen. Die Curve Cn* ist nun bestimmt, wenn «^i(ii'-|-3), 

also «.n'r'i»'(«' + 3) ist, n>«' vorausgesetzt*). Analog, gilt 

der Satz: von den n(n-\-n*) Durhschnittspuncten der Curven 
Cni-n' und Cn Hegen n'-^ auf Cn\ die andern n.n* liegen also auf 
einer Curve CV von der »'-ten Ordnung. 

Die beiden Orte der {n -{■ n')'ie\\ Ordnung, Gi + C«' und 
Cn+Cn', schneiden sich in («+«')* Puncten. Von diesen liegen 

««+211.11' =:«(2n' + «) 



*) Für w=2, »'=1 ist n = i(n'+3), in allen andern Fällen «>i(«'+3). 
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«(•+2ii0^4(«+«9(«+«'+3)— 1 ♦) 

mt, so liegen anch Dach Nr.4]. die n^ andern Dnrclischnittspancte 
der beidea Orte, das iieiszt, die «'* Darchschoittspancte von 
IV Bsd Ci^ anf C^f«' und bilden die Basis eines Buscheis von 
der flf'ten Ordnong. Wir haben somit anf Cm^w^ zwei Systeme 
von Pnneten. Das eine von n* Pnncten bildet die Basis eines 
Bfisefaeis der «-ten Ordnung, das andere von m^ Puncten die 
Basis eines zweiten Cnrvenbüsehels der Ordnung ii'. Jede 
Oorve Cm des ersten Bfiscbel schneidet Cm-^ in weitern fi.«' 
Puoeten, welche eine Curve d« des zweiten Büschels bestim- 
men; und umgekehrt, die zweite Curve bestimmt die erste. Die 
beiden so bestimmten Curvenbuschel sind daher projectivisch^ 
und die Durchseh nittspuncte der entsprechenden Curven liegen 
somit alle auf der Gurre d-f-a'. 

a. Der erste Satz von Chasles. 11. Fall. Wir oeh- 
meo jetzt zweitens an, es sei nTn'. Jede durch die n* Puncte 

von Gi-^ gelegte Curve C» schneidet dann diese Curve in noch 
weitern n.n' Puncten, die aber in diesem Falle nicht von ein- 
ander unabhängig sind, da nach Mr. 4J. und Mr. 42. jede Curve, 
welche durch n.n' — i(fi— l)(ii — 2) derselben beschrieben ist, 
auch alle andern enthält. Mebmen wir also beliebig andere 

Win'+S) - («.«' - i(w- I)(ii— 2) I = i(n'- n + l)(n'— fi + 2), 

Puncte an, so liegen alle diese 

it»'(w' + 3) + (n-l)(ii-2)i 

Puncte auf einer Curve Cn' der n'-ten Ordnung. . Alle diese 
weitern Puncte werden gleichzeitig auch auf der Curve Cn-^n' 
liegen. 



*) Für n = 2 , «' = 1 ist 

fttr ftr"8 ist aber: 

«(n+2n')=4t(n+n')* + n(»-|-nO + n'(«-«')l>i('» + «'X'» + «'+3)— 1- 
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Dem analog ergibt sich: Eine andere Curye Cn des Bu- 
scheis fi'-tvf Ordnung schneidet Cn-^-n' auszer in den ffi Ba.siispun- 
eten in n.nf Puncten, und diese bestimmen zusammen mit den 
weiter hinzugefugten 

Puncten eine Curve Cn' der nMen Ordnung. 

Die beiden Orte der {n + n*)'ten Ordnung« Cn-{-Cn' und 
C^n-fCns haben nuo (fi-f ^0^ Puncte gemein. Von diesen liegen 

n« + 2n.nf + iin'—n + !)(«' — n + 2) 

auf Cfi+n'. Diese Zahl ist aber gleich 

i(« + nO(n + i»' + 3)-l + (n-l)(n-2), 
also 

^4(» + «')(» + «' + 3)-l, 

«t>d es Hegen folglich nach Nr. 41. die noch übrigen 

«'—4(«'— « + l)(n'— « + 2) 

Durchschnittspuncte von Cn' und Cn' auch alle auf Cn-H' und 
bilden daher mit den weiteren gegebenen Puncten die Basis 
eines Curvenbüschels der n'-ten Ordnung. Wir haben also auch 
in diesem Falle auf der Curve Qi^n' zwei System von Puncten, 
welche die Basen von zwei Curvenbuscheln bezüglich der n ten 
und n'-ten Ordnung bilden. Diese beiden Büschel sind pro- 
jectivisch, da jede Curve des einen nur eine Curve des andern 
bestimmt und umgekehrt. Auszejdem schneiden sich die einan- 
der entsprechenden Curven beständig so« dasz die Durchschnitts- 
puncte auf der gegeben Curve Cn^n' liegen*). 

ö. Ergeh nisz aus dem Vorhergehenden. Dieser 
Satz zeigt, wie man, wenn auf einer gegebenen Curve der Ord- 
nung n-f n' die Basispuncte eines Büschels der n-ten Ordnung 
bestimmt sind« auch d«e Basispuncte- des ihm projecti vischen 



*) Chasles^ Deux ih€oremes g€n&aux sur les courbes et les sur/aces 
gfymitriques de tous les ordres, (Oomptes rendas, 28. d^cembre 1857). 
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Büschels der Ordnung n' festlegen kaon^ so dasz darch die 
Darebscbnittspuncte der entsprechenden Curven beider Busche! 
die gegebene Cur?e erzeugt wird. 

Es bleibt uns noch übrige zu untersuchen, in welcher Welse 
auf einer gegebenen Curve der (n -f n')-ten Ordnung die n^ 
Basispuncte des Buscheis von der n-ten Ordnung bestimmt 
werden können. 

55. Der zweite Satz von Chasles. Wir bemerken 
zuerst, dasz aus dem Satze von Cayley in Nr. 44. folgt: 

Lehrsatz VI. Enthält eine Curve (n + n')'ter Ordnung 

n« — i(n — «' — l)(n - n' — 2) 

Durchschnittepuncte %weier Curven der n-ien Ordnung, 
90 enthält sie auch die Hörigen. 

oder auch: 

Lehrsatz VU. Liegen von den Basiepuneten eines 
Büschels n-ter Ordnung 

««-i(«-n'— l)(n— n'— 2) 

auf einer Curve der (ni-n^-ten Ordnung, so liegen alle 
diese Puncte auf dieser Curve. 

Dieser Satz setzt offenbar voraus, es sei 

w>n' + 2. 

Es sei daher jetzt n>n'-f2. Sollen wir nun auf einer gege- 
benen Curve der (n -|- n'^ten Ordnung die n^ Basispuncte eines 
Buscheis der n*ten Ordnung bestimmen, so ist es hinreichend, 
dasz von diesen n^ Puncten 

n« - iin^n' — l)(n - n' — 2) , 

auf dieser Curve bestimmt werden, damit sie alle auf ihr ge- 
legen sind. Es musz also auch eben so vielen Bedingungen 
genügt werden. 

Abstrahieren wir für den Augenblick von der gegebenen 
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Curve. Die nl^ Basispuncte sind ganz im Allgemeinen durch 
in(n + 3) — l von ihnen bestimmt, und da nun zur Bestimmung 
eines Punctes zwei Bedingungen nutig sind, so brauchen wir 
zur Festlegung aller Puncte der Basis des Buscheis n(i»-f3)— 2 
Bedingungen. Sollen die Basispuncte aber auf der gegebenen 
Curve liegen, so haben sie nur 

n«— i(n— «'— !)(«— n'— 2) 

Bedingungen zu genügen, wir behalten daher 

n(n + 3)— 2— n«+J(«-n' — l)(n— »'-2) 

Bedingungen übrig, und soviele Elemente können wir also nach 
Belieben verteilen. Da nun ein* Punct, der auf einer Curve lie- 
gen musz, durch nur noch eine weitere Bedingung gegeben ist, so 
können wir auf der gegebenen Curve i\(n — n')* + 3(« +«')-* 2 
Puncte beliebig annehmen, um die Basis des Büsehels n-ter 
Ordnung zu bestimmen. 

In dem andern Falle, wenn n'Tn'-f 2 ist, müszen, damit 

die n^ Basispuncte auf der Curve liegen, tfi Bedingungen er- 
füllt sein. Schlieszen wir nun weiter wie Oben, so erhalten wir 

n(n + 3)— 2--««==3n— 2 

freie Bedingungen, und es gilt also der Satz: 

Lehrsatz VIII. Soll man auf einer Curve der (w+n')- 
ten Ordnung n^ Puncte so bestimmen, das% sie die Basis- 
puncte eines Curvenbiischels der n-ten Ordnung sind, so 
kann man von ihnen il(n— ?i')*+3(w+ii')— 2), oder 3n— 2 
Puncte beliebig auf derselben verteilen, jenachdem n>«'+2 

oder n^n' + 2 isf^y 

Aus den beiden in Nr. 54. und in dieser Nummer bewiese- 
nen Sätzen folgt nun, dasz jede Curve der m-ten Ordnung auf 
eine unbegrenzte Zahl verschiedener Arten durch zwei projecti'^ 



♦) Chasles, D^tertniruxtion du nomhre de points, qu'on peu prendre etct 
(Comptes rendns, 21. Septembre 1857). 

Cremona, Ebene Curven, 6 
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vische CuTvenbüschel erzeugt werden kann^ deren Ordnungen 
n und n' zur Summe n -|- n' = »i geben. 

56. Der erste Satz von Jonquieres. Wir haben so 
die ZabI der Pnncte gefunden« die uir auf einer gegebenen Curve 
m-ier Ordnuog beliebig annehmen können« um auf ihr die Basis 
eines Curvenbüschels der n-ten Ordnung« n^^m, zu construieren, 
und miiszen jetzt auch die Zahl der Punete bestimmen, welche 
nicht willkürlich angenommen« sondern die sämmtlich indivi- 
dualisiert sein raüszen« um die Basispuncte der beiden erzeu- 
genden Büschel vollständig festzulegen. Nun können« wenn m 
in zwei Teile n und n' zerlegt wird« diese entweder gleich oder 
ungleich sein. Zuerst nehmen wir an« sie seien ungleich« und n 
die gruszere Zahl. 

Ist n>fi'-|-2« so ist die Zahl der willkürlichen Pnncte gleich 
it(n-f fiO^+3(n-f nO — 2}« die Basen der beiden Büschel sind 
aber bezüglich durch Jn(n + 3)--l und 4n'(n+3) — 1 Punete 
bestimmt« es ist folglich die Zahl der noch zu bestimmenden 
gleich 

itn(n + 3) + n'(n' + 3)1— 2— it(n - nO*+3(« + w') ~2| 

= n,n' — 1. 

Ist n = «' + 2 oder n = n' + l, so ist die Anzahl der will- 
kürlichen Punete gleich 3n — 2« es bleiben also noch zu be- 
stimmen : 

i{n(« + 3)+n'(ft'+3)}~2+(3n-2) = «.«'-l. 

Ist n = n\ so ist die Zahl der willkürlichen Punete« um 
die Basis des ersten Büschels zu bilden« gleich 3n — 2. Ist 
aber diese bestimmt« so kann man noch einen weitern Punct 
willkürlich annehmen« um die Basis des zweiten Büschels zu 
bestimmen. Denn die in Nr. 54. gefundene Zahl der weitern 
willkürlichen Punete i(n'— w+ 1)(«' — n + 2) wird für n — n' 
genau gleich 1. Die Zahl der noch zu bestimmenden Punete 
ist daher: 

i{n(n+3)+n'(n' + 3)l— 2-3(w— 2)-l = w.n'-l. 

Zu demselben Resultate gelangt man auch« wenn man von 
derjenigen der beiden Zahlen n und n* ausgeht« die die kleinere 
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ist. Es sei also jetzt z.B. n^^n*, so können, um die Basis 
des Buscheis der Ordnung n zu bestimmen^ 3n— 2Puncte will- 
kürlich angenommen werden. Ist diese Basis bestimmt, so 
kann man noch i(n^ — «+ l)(«'--^n+ 2) beliebige Puncto för 
die Basis des zweiten Büschels annehmen. Es bleiben also 
im Ganzen für beide Basen noch 

iU(« + 3) + w'(w' + 3) I— 2— (3w— 2) - i(«'— w -I- l)(w' — n + 2) 

=:w.n' — 1 

Puncte zu bestimmen übrig. 

Aus Alle dem folgt der Satz: 

Jjehrsatz IX. Von den Basispuncten zweier Büschel 
von Curven der n-ten und n'-ten Ordnung y durch welche 
eine Curve der (n + n*yten Ordnung erzeugt werden soll, 
sind immer n.n' — 1, welche nicht willkürlich gewählt wer- 
den können, sondern durch die Elemente, welche die Curve 
individualisieren, bestimmt werden müszen. 

57. Der zweite Satz von Jonqui^res. Es seien 

i(n + wO(w + w' + 3) 

Puncte gegeben, durch die man eine Curve der (n + n'yten 
Ordnung beschreiben soll. Zu diesem Zweck müszen wir zwei 
projectivische Curvenbüschei von der n-ten und w'-ten Ordnung 
bestimmen, welche in den Durchschnittspuncten der correspon- 
dierenden Curven die gesuchte Curve der (n + w')-ten Ordnung 
erzeugen. 

Von den i{w(» + 3) + n'(«' + 3)}— 2 Puncten, welche die 
Basen der beiden Büschel völlig bestimmen, sind nur n.n' — l 
Puncte, die nicht beliebig sind. Von den gegebenen Puncten 
können also zu Basispuncten ^|w(wf3)+w'(w'+3)! — 2 — (w.n' — 1) 
genommen werden, und 2n.n'-{-l dieser Puncte fallen dann 
nicht mit den Basispuncten zusammen. Damit die gesuchte 
Curve auch durch sie hindurchgeht, müszen die Curven des 
ersten Büschels, welche durch diese 2n,n*+l Puncte gelegt 
werden können, den Curven des zweiten Büschels, welche durch 
dieselben Puncte gelegt werden können, projectivisch ent- 
sprechen. Da nun, um die Projectivität zweier Gebilde herzu- 

G* 
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stellen, nach Belieben drei Elementepaare als entsprechende 
angenommen werden dürfen, die dann (ur jedes beliebige vierte 
Element des einen Gebildes mittelst der Gleichheit der Doppel- 
verhältnisze nach Nr. 8. das entsprechende Element des zweiten 
Gebildes bestimmen, so ergeben sich aus der Projectivität dieser 
^n.n* — 1 sich entsprechender Cnrvenpaare (2n.n' + ]) — 3 
= 2(n.n— 1) Bedingungen, das heiszt die Zahl, welche genau 
hinreicht, um die n.n'—l unbekannten Poncte zu bestimmen*). 

58. Verschiedene Losung der Aufgabe. Das in 
Nr. 53. aufgestellte Problem läszt verschiedene Losungen zu, 
nicht allein in Bezug auf die mehrfache Teilung der Ordnungs- 
zahl der Curve in zwei andere Zahlen n und n\ sondern auch 
in Bezug auf die verschiedenen Arten, auf welche man die will- 
kürlichen Puncte auf den Basen der erzeugenden CurvenbQschel 
verteilt, und damit naturlich auch die nicht willkürlichen Puncte. 

Aus dem in Nr. 56. Ausgesprochenen folgt nun noch : 

Lehrsatz X. Von den Basispuncien zweier Curven- 
büschel der n-ten und n*'ten Ordnung, weldie eine Curve 

der (it + n')'ten Ordnung er%eugen sollen^ n ^ n\ können 

alle willkürlichen Puncte der Basis des Curvenbüschels 
von höherer Ordnung zugeteilt werden, ist aber n^=^n', 
so können alle willkürliche ti Puncte weniger einem als 
einer der beiden Basen angehörig betrachtet werden**). 

§. 11. 
Construction der Carven zweiter Ordnung« 

59. Construction mittelst zweier projectivischer 
Stralenbiischel. Setzt man in dem Satze der Nr. 50. n=n' 
= 1, so entsteht: 

Lehrsatz L Der Ort der Durchschnittspuncte zweier 
entsprechender Straten zweier projectivischer Stralenbü- 



*) Jonquteres, Essai sur la g^n€ration des courbes etc* p. 13 — 14. 
**) Chaslesy Determination du nombre de points etc, w. 0. 
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schei ndt den Centren o und o', ist eine Curve der twei- 
ten Ordnung, die durch o und c' geht. 

Umgekehrt entsteht: 

Leh rsatz II. ^nd und o' %wei beliebige feste Puncte 
einer Curve zweiter Ordnung, m ein beweglicher Punct 
derselben Curve, so erzeugen bei der Bewegung desselben 
die Straten om und o'm zwei projectivische Slralenbüschel. 

Liegt m unendlich nahe bei o, so wird der Stral om zur 
Tangente der Curve in o, es ist also die Tangente in o der 
Stral des ersten Stralenbiischels, der dem Strale 00' des zwei- 
ten Stralenbüschels entspricht. 

Aus dem Vorhergehenden folgt unmittelbar die Construction 
der Curve zweiter Ordnung^ von der fünf Puncte a, b, c, o, o* 
gegeben sind. Wir nehmen o und o* als Mittelpuncte zweier 
projectivischer Stralenbüschel und die Stralenpaare [oa, 0*ä\, 
[ob, 0*b] , [oCi 0*c] als einander entsprechende an. Jeder andere 
Punct der Curve ist nach Nr. 3. der Durchschnittspunct zweier 
entsprechender Stralen der beiden Stralenbüschel. Diese Con- 
struction fällt mit derjenigen zusammen, welche aus dem Satze 
von Pascal (Nr. 45c.) flieszt. Sie bleibt auch in dem Falle 
dieselbe 9 dasz zwei Puncte von den gegebenen einander auf 
einer gegebenen Geraden unendlich nahe liegen, das heiszt, in 
dem Falle, wo die gesuchte Curve durch vier Puncte gehen soll 
und in einem derselben eine gegebene Gerade berühren, u. s. w. 

Entspricht in den beiden projectivischen Stralenbuscheln, 
deren Centren o und o' sind, der Stral 00' sich selbst, so ist 
jeder Punct desselben zwei entsprechenden aufeinanderfallen- 
den Stralen gemein, er bildet also selbst einen Teil des Ortes 
zweiter Ordnung, der durch die beiden Stralenbüschel erzeugt 
wird. Dieser Ort besteht also nach Nr. 50 b. aus dem Stral 00* 
und einer anderen Geraden, welche alle andern Durchschnitts- 
puncte der entsprechenden Stralen enthalten wird. 

60. Construction mittelst zweier projectivischer 
Punctreihen. Eine weitere Aufgabe ist die folgende: Es 
sind zwei projectivische Punctreihen Ä und Ä'' gegeben; von 
welcher Classe ist die Einhüllende der Geraden, welche zwei 
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entsprechende Puncte derselben verbindet? Wir betrachten 
die beiden Stralenbuschel, welche entstehen, wenn wir einen 
beliebigen Punct o mit allen entsprechenden Pancten von Ä und 
A' verbinden. Die beiden Stralenbuschel sind den Punctreihen 
projectivisch , also auch unter sich selbst projectivisch. Jede 
Gerade nun, welche zwei entsprechende Punkte der Punctreihen 
A und A' verbindet und durch o geht, ist ein beiden Straten- 
buschein gemeinschaftlicher Stral, das heiszt ein Stral, der 
mit seinem entsprechenden zusammenfallt. Nun haben aber 
nach Nr. 10. zwei concentrische projectivische Stralenbuschel 
zwei gemeinschaftliche Stralen, es gehen daher durch o zwei 
Gerade, deren -jede Tangente der Einhüllenden ist, deren Classe 
wir bestimmen sollen. Folglich ist diese Einhüllende von der 
zweiten Classe. Den gemeinschaftlichen Punct der Geraden 
A und A* nennen wir p oder q*, jenachdem er als der ersten oder 
zweiten Punctreihe angehurig betrachtet wird; p' und q seien 
die beiden den Puncten p und q* entsprechenden Puncte. Die 
Geraden pp'y das heiszt A, und qq'^ das heiszt A*, werden Tan- 
genten der Curve zweiter Classe sein, folglich berührt diese 
die gegebenen Geraden. 

Umgekehrt werden zwei feste Tangenten A und A' einer 
Curve zweiter Classe von einer beweglichen Tangente M dieser 
Curve in zwei projectivischen Punctreihen geschnitten. Ein 
beliebiges Punctpaar derselben sei bezüglich durch a und a' 
bezeichnet. Will M eben mit A zusammenfallen, so ist a der 
Punct, in welchem A die Curve berührt; A berührt also die Curve 
in dem Puncte q, welcher dem Puncte ^ von A* entspricht, in 
dem sich die beiden Geraden A und A' schneiden. 

Aus dem Vorhergehenden ist die Construction der Curven 
zweiter Classe, die fünf gegebene Gerade berühren soll, mit- 
telst ihrer Tangenten augenblicklich klar. Zwei dieser Geraden 
werden von den drei andern in je drei Punctpaaren geschnit- 
ten, die als einander entsprechende betrachtet, zwei projecti- 
vische Punctreihen erzeugen. Jede andere Tangente der ge- 
suchten Curve ist durch zwei entsprechende Puncte dieser 
Punctreihen bestimmt. 

Entspricht in den beiden geraden projectivischen Punct- 
reihen A und A* der Durchschnittspunct der beiden Geraden 
sich selbst, so verbindet jede durch ihn gezogene Gerade zwei 
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entsprechende^ und . zwar zusammeDfaUende Puncto. Dieser 
Punct ist daher selbst ein Teil der Einhüllenden zweiter Glasse, 
die durch beide Punctreihen erzeugt wird. Diese selbst wird 
daher aus dem gegebenen Durchschnittspunct und einem zwei- 
ten Puncte zusammengesetzt, in welchem sich dann nach Nr. 3. 
alle Geraden, welche zwei entsprechende Puncte der. Punct- 
reihe verbinden, schneiden miiszen. 

61. Curven zweiter Ordnung und zweiter Classe 
sind identisch. Durch einen Punct einer Curve zweiter Classe 
kann nach Nr. 30. keine Gerade gelegt werden, welche die 
Curve noch in einem andern Puncte berührt. Eine Gerade, 
welche also eine Curve zweiter Classe berührt, kann sie in 
keinem weiteren Puncte treffen, folglich ist eine Curve zweiter 
Classe auch eine Curve zweiter Ordnung. 

Ebenso beweist man^ dasz eine Curve der zweiten Ordnung 
auch von der zweiten Classe ist. Curven zweiter Ordnung und 
zweiter Classe sind also identisch, aber nur so lange wir ein- 
fache Curven betrachten. Denn ein System von zwei Geraden 
ist wol eine Curve der zweiten Ordnung, aber nicht der zwei- 
ten Classe^ und ebenso ist das System zweier Puncte wol eine 
Einhüllende zweiter Classe^ aber keine Curve zweiter Ordnung. 

Die Curven zweiter Ordnung und zweiter Classe bezeichnet 
man gewühnlich mit dem Namen der Kegelschnitte. 

62. Aufgaben. Aus dem Satze in Nr. 59. folgt noch, 
dasz, wenn a, b, c» d vier gegebene Puncte eines Kegelschnit- 
tes sind, und m ein veränderlicher Punct derselben Curve, das 
Doppelverhältnisz der vier Stralen mia^ b, c, d) constant ist, 
das heiszt gleich dem der vier Geraden a{a, b, c, d), worin aa 
die Gerade bezeichnet, welche den Kegelschnitt in a berührt. 

Umgekehrt ist der Ort eines Punctes m, für welchen das 
Doppelverhältnisz der Geraden mia, b, c, d) constant =X ist, 
unter «, b, c, d gegebene Puncte verstanden, ein Kegelschnitt 
der durch a, b, c, d geht. Die Coustruction desselben ist sehr 
einfach. Ist aa eine Gerade die durch a geht^ und das Dop- 
pelverhältnisz der Stralen a(a, b, c, d) dem gegebenen Werte k 
gleich gemacht, so ist der Kegelschnitt dadurch gegeben, dasz 
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er durch a, ö, c, d gehen niusz und in a die Gerade aa be- 
rühren. 

Der geometrische Ort, den wir eben betrachteten, führt auf 
die Losung des folgenden Problems: 

Es sind fünf Gerade o\a', ö\ c*, d* e*) gegeben, die sich in 
einem Puncte 0* schneiden und auszerdem fünf andere Puncte 
a, by Cy d, e; man soll einen Punct o bestimmen, dasz das Stra- 
lenbüschel o(a, 6, c, d, e) dem Stralenbfischei o^a/y b', &, d\ e') 
projectiviscb sei. 

Wir denken uns den Kegelschnitt beschrieben, der der 
Ort eines Punctes m ist, für welchen die Doppelverhältnisze 
der beiden Stralenbüschel m{a, b, c, d) und o'(a', b*y c', d^ ein- 
ander gleich werden. Ebenso beschreiben wir den Kegelschnitt, 
welcher der Ort eines Punctes n ist, für welchen die Doppelver- 
hältnisze der beiden Stralenbüschel n(ö, b, c, e) und 0*{a\ b', c\ e') 
einander gleich werden. Der erste Kegelschnitt geht durch die 
Puncte a, b, c, d^ der zweite ebenso durch die Puncte a, ö, 
c, e, beide sind also vollständig bestimmt. 

Da liun der gesuchte Punct sowol die Eigenschaft des Punc- 
tes m, als die des Punctes n haben soll, so musz er offenbar 
auf beiden Kegelschnitten liegen. Diese haben aber drei ge- 
meinschaftliche Puncte a, b, c, folglich ist ihr vierter Durch - 
schnittspunct der gesuchte. Derselbe läszt sich, wie wir nach^ 
her zeigen werden, ohne die beiden Kegelschnitte wirklich zu 
verzeichnen, construieren. 

63. Curvenbüschel zweiter Ordnung. Die Kegelschnitte, 
welche durch dieselben vier Puncte gehen, bilden ein Curven- 
büschel zweiter Ordnung. Die vier Puncte seien a, b, c, o. 
Unter den Kegelschnitten des Büschels sind immer drei, welche 
aus dem System zweier Geraden bestehen. Es sind dies die 
drei Paare Gegenseiten \bc, aö], [ca, bo], [ab, co] des vollstän- 
digen Vierecks, dem die Kegelschnitte sämmtlich umgeschrie- 
ben sind. 

Legt man durch einen der Scheitel des Vierecks, z. B. a, 
eine beliebige Transversale A, so schneidet diese jeden Kegel- 
schnitt des Büschels in einem zweiten Puncte und umgekehrt. 
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jeder Punct der Transversale bestimmt einen Kegelschnitt des 
Böscbels, der eben durch diesen Punct und die vier gegebenen 
a^ b, c, gehen musz. Das Curvenbüschel und die Pnnct- 
reihe in der dasselbe von der Transversale A geschnitten wird, 
sind demnach zwei projectivische geonietrische Gebilde. Mit 
andern Worten, das Doppelverhältnisz von vier Puncten» in 
denen vier gegebene Kegelschnitte des Büschels eine beliebige 
durch einen Basispunct gelegte Transversale schneiden , ist 
constant für jede Richtung der Trunsversaie und für jeden Ba- 
sispunct. Nach Nr. 46. haben wir wirklich die Relation, dasz 
dies Doppelverhältnisz gleich dem von vier Kegelschnitten des 
Büschels ist. 

Es folgt weiter, dasz zwei Transversalen A und J3, die 
durch zwei beliebige Basispuncte a und Ö gehen, die Kegel- 
schnitte des Büschels in zwei projectivischen Punctreihen schnei- 
den, wenn man nur diejenigen Puncte m und m' als entspre* 
chende annimmt, in denen ein und derselbe Kegelschnitt von den 
beiden Transversalen geschnitten wird. Nun ist augenblicklich 
klar,' dasz der Durchschnittspunct der beiden Transversalen 
sich selbst zugeordnet ist, da der durch ihn gelegte Kegelschnitt 
des Büschels in ihm beide Transversalen schneidet. Folglich 
geht nach Nr. 3. und Nr. 60. jede Gerade mni\ welche zwei 
entsprechende Puncte der beiden Punctreihen verbindet, durch 
einen festen Punct j. Jede Gerade, die durch j geht, schneidet 
die Transversalen A und B in zwei Puncten, die auf demselben 
Kegelschnitt des Büschels liegen, folglich geht die Gerade 
CO, die zusammen mit ab einen Kegelschnitt des Büschels aus- 
macht, durch j\ die Puncte, in denen A und 6c, so wie B und 
ao sich schneiden, liegen mit j in gerader Linie, und ebenso 
sind die Puncte, in denen A und bo, sowie B und ac sich 
schneiden, mit j in gerader Linie. 

64. Aufgaben. Angenommen, es seien fünf Puncte a, b, 
Cf d, e auf einem Kegelschnite gegeben und die Puncte a, b, 
Cy e\ f sollen auf einem zweiten Kegelschnitte liegen, so haben 
diese beiden Kegelschnitte offenbar drei Puncte a, b, c ge- 
meinschaftlich, die von vorn herein gegeben sind. Man soll 
den vierten Durchschnittspunct construieren, ohne die Kegel- 
schnitte selbst zu beschreiben. 
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Man ziehe die Geraden aä und öe\ Sie mögen bezüglich 
A und B heiszen. Die Gerade Ä trifft den zweiten Kegelschnitt 
in einem Puncte e, der mittelst des Satzes von Pascal sich 
ohne Construction dieser Curve bestimmen iäszt. Ebenso trifft 
B den* ersten Kegelschnitt in einem Puncte d', der sich auf die- 
selbe Weise construieren iäszt. Die Geraden dd' und ee' schnei- 
den sich in / Ist m der gemeinschaftliche Punct von Ä und 
bc, m' der gemeinschaftliche Punct von B und jm, so ist der 
Durchschnittspunct von am* und je der gesuchte. Mit Be- 
zugnahme auf das, was in der vorigen Nummer auseinander 
gesetzt ist, wird man augenblicklich die Richtigkeit der Con- 
struction einsehen *). 

§• 12. 

Construction der Curven dritter Ordnung^ durch neun 

9e§^elbene Puncte. 

65. Construction mittelst eines Stralen- und ei- 
nes Kegelschnittbüschels. Der allgemeine Satz in Nr. 50. 
heiszt fÖF n=2 und n' = l: 

Lehrsatz I. Der Ort der Durchschnittspuncte der Stra- 
len eines Stralenöüschels mit den entsprechenden Kegel- 
schnitten eines ihm projectivischen Curvenbüschels .zweiter 
Ordnung, ist eine Curve der dritten Ordnung, welche 
durch die vier gemeinschaftlichen Puncte der Kegelschnitte 
und durch den Mittelpunct des Stralenöüschels geht. 

Ist das Centrum des Strale.nbüschels, so ist die Taugente 
der Curve dritter Ordnung im Puncte o der entsprechende Stral 
für den Kegelschnitt des Büschels, der durch o geht. 

Ist a einer der Basispuncte des Kegelschnittbüschels, so 
ist die Tangente der Curve dritter Ordnung in a die Gerade, 
welche in diesem Puncte nach Nr. 51 a. denjenigen Kegelschnitt 
berührt, welcher dem Stral oa entspricht. 



*) Man sehe Schröter, Prohlematls geometrici ad superficiem secundi 
ordinis per data puncta construendam spectantis solutio nova^ Vratislaviac. 
1862. p. 13. 



Nr. 64 — 66.] Die Grundprindpien. 91 

Die inverseo Sätze des vorhergebenden folgern sich aus 
Nr. 54: 

Lehrsatz II. Lefft man durch vier feste Puncte einer 
Curve dritter Ordnung einen Kegelschnitt, so schneidet 
dieser die gegebene Curve in %wei Puncten m und m*. 
Die Gerade mm* geht durch einen fünften festen Punct o 
des Kegelschnittes. Das Kegelschnittbüschel durch die 
vier Puncte a, by c, d und das Stralenbüschel durch o 
sind projectivisch. Der Puncl o heiszt der Gegenpunct 
(punto opposto) der Puncte a, b, c, d. 

Lehrsatz IIL Sind in einer Curve dritter Ordnung 
drei Puncte a, b, c gegeben und legt man durch einen 
vierten festen Punct in derselben Curve eine Gerade, die 
die gegebene Curve in den Puncten m und m* schneidet, 
so geht der Kegelschnitt, den man durch a, b, c, m, m* 
beschreiben kann, durch einen fünften festen Punct d der 
gegebenen Curve. Die Kegelschnitte durch a, b, c, d und 
die Geraden durch o entsprechen sich projectivisch. 

66. Die Methode von Chasles zur Construction 
derselben. Wir stellen jetzt die Aufgabe, durch neun gege- 
bene Puncte a, b, c, d, e, f, g, h,J eine Curve der dritten 
Ordnung zu beschreiben, und zwar mittelst zweier projectivi- 
scher Büschel, das eine von Kegelschnitten, das andere ein 
Stralenbüschel. Um die Basen der beiden Büschel festzulegen, 
sind fünf Puncte notig, aber einer derselben ist nach Nr. 57. 
nicht willkürlich. Die vier übrigen Puncte kann man beliebig 
unter den gegebenen neun Puncten auswählen. 

Jenachdem der nicht w^illkürllche Punct dem Stralenbüschel 
oder dem Kegelschnittbüschel zugeteilt wird, ergeben sich zwei 
verschiedene Arten der Construction der Curveft dritter Ord- 
nung, entsprechend den beiden obigen Sätzen IL und III. in 
Nr. 65. Wir geben hier nur die erste Art der Construction, wie 
sie Chasles gezeigt hat*). 



*) Construction de la courbe du 3n>c ordre d€termin€e par neuf points 
(Comptes rendus, 30. Mai 1853). 

In Betreff der zweiten Art der Construction der Curven dritter und 
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Wir coiistruieren die fünf Kegelschnitte, die durch a, ö, c, 
d und bezüglich durch e, f, ff, h, J gehen. Das System dieser 
fünf Kegelschnitte möge durch das Symbol 

{abca){e,f,ff,h,j) 

dargestellt werden. Es handelt sich jetzt nur darum, einen 
Punct zu bestimmen, so dasz das System von fünf Geraden 

o{e, r, ff, h, j) 

dem System der fünf Kegelschnitte projectivisch sei. L)a nun 
dieses System nach Nr. 46. dem System der Tangenten der 
Kegelschnitte im Puncte a projectivisch ist, so fällt diese Auf- 
gabe mit der in Nr. 62. und Nr. 64. gelüsten zusammen. Be- 
stimmt man den Geffenpunct o von a, b, c, d, so sind die er- 
zeugenden Büschel bestimmt, und damit die Aufgabe gelost. 

67. Verschiedene Sätze überCurven dritter Ord- 
nung. Betrachten wir jetzt zwei Curven dritter Ordnung, die 
durch je neun Puncte gehen, von denen aber vier a, b, c, d 
dieselben sind. Die beiden gegebenen Curven schneiden sich 
in weitern fünf Puncten, durch die ein Kegelschnitt bestimmt 
wird. Dieser läszt sich construieren, ohne die fünf Puncte zu 
kennen, das heiszt, ohne die Curven dritter Ordnung wirklich 
zu verzeichnen. 

Jeder dem Viereck abcd umgeschriebene Kegelschnitt 
schneidet nämlich die erste Curve dritter Ordnung in zwei 
Puncten m und n und die andere Curve dritter Ordnung in 
zwei ändern Puncten m' und n'. Die Geraden mn und m'n' 
schneiden die beiden Curven dritter Ordnung in zwei neuen 
festen Puncten o und o*, den Gegenpuncten von a, b, c, d in 
Bezug auf jede der beiden Curven. Nimmt man immer andere 
Kegelschnitte, so erzeugen die Geraden omn und o*m*n* zwei 
zu dem Büschel Kegelschnitte projectivische Stralenbüschel, die 

überhaupt einer höheren Ordnung, sehe man die ausgezeichneten Abhand- 
lungen : 

Jonquikresj Essai sur la g€niration des courhes g^om^triques etc. und 
Härtenherger, üeher die Erzeugung geometrischer Curven (^Crelle-Bor- 
chardi's Journal. T. 58, Berlin, Reimer. 1860. S. 54.) 



\^ 
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folglich auch unter sich projectivisch sind. Die entsprechenden 
Strafen derselben erzeugen nun als Ort einen Kegelschnitt, der 
durch o und 0*, so wie durch die fünf unbekannten üurchschnitts- 
puncte der beiden Curven dritter Ordnung geht. Er ist also 
der gesuchte. 

a. Satz von Plucker. Von diesem Kegelschnitte ken- 
nen vFir schon zwei Puncte und o'; drei andere Puncte kann, 
man aus den drei Paaren Gegenseiten des Vierecks aöcd, als 
specielle Kegelschnitte des Buscheis aufgefaszt^ herleiten. Sind 
nämlich m und n die Puncte, in denen die ersfe der Curven 
der dritten Ordnung durch die Geraden öc und ad getroffen 
wird; m* und n* dieselben Puncte für die zweite Curve dritter 
Ordnung, so sind die Geraden mn und m'n* zwei entsprechende 
Stralen der beiden projectivischen Stralenbuschei mit den Mit- 
telpuncten o und o*; folglich liegt ihr Durchschnittspunct auf 
dem gesuchten Kegelschnitte. Dasselbe laszt sich von den 
andern Paaren Gegenseiten [ca, öd] und [ab, cd] zeigen. 

Hieraus folgt: 

Lehrsatz IV. Von neun gemeinschaßlichen Puncten 
%weier Curven dritter Ordnung bestimmen fünf beliebige 
einen Kegelschnitt, der durch den Gegenpunct der andern 
Pier in Bezug auf Jede der gegebenen Curven geht*). 

b. Satz von Hart. Es seien a, b, c, d; a\ b\ c\ d* 
acht gemeinschaftliche Puncte zweier Curven dritter Ordnung 
und o und o* die Gegenpuncte der beiden Systeme a, b, c, d 
und a', b*, &, d* in Bezug auf die erste der gegebenen Curven. 
Die Gefade 00* schneidet diese Curve in einem dritten Puncte x. 
Aus der Definition des Gegenpunctes folgte dasz dfe durch die 
Puncte a, b, c, d, o' und a*, b\ &, d\ o gelegten Kegelschnitte 
beide durch x gehen mü'szen, und es ist daher x der neunte 
gemeinschaftliche Punct der beiden Curven dritter Ordnung**). 



♦) Flacker f Theorie der algebraischen Curven, S. 56. 

♦♦) Hart, Construction hy the ruler ahne to determine the ninth point of 
intersection of two curvea of the third degree. (Cambridge and Dublin Ma- 
thematical Journal, toI. 6, Cambridge 1851, p. 181.) 
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e. Satz von Poncelet. Sind a, ö, e, d vier Pancte 
einer Gurre dritter Ordnung, so ist ihr Qegenpunct o folgender- 
roaszen construierbar. Es seien m und n die Puncte, in denen 
die Curve von den Geraden ab und cd geschnitten wird, so 
schneidet mn die Curve in o. Fallen nun die Puncte a, b^ c, d 
in einen a zusammen, so fallen auch m und n in den Punct 
m zusammen, in welchem die Berührende in a die Curve schnei- 
det; wird also der Durchschnittspunct der Curve mit der 
Tangente in m. Nennen wir nach Nr. 306. m den Tangential- 
punct von a, so ist o der Tangentialpunct von m, also der 
zweite Tangentialpunct von a, und wir haben den Satz : 

Lehrsatz V. Hat eine Curve dritter Ordnung mit ei- 
nem Kegelschnitt eine vierpunctige Berührung, so geht 
die Gerade, welche die beiden übrigen Durchschnittspuncte 
beider Curven verbindet, durch den zweiten Tangential- 
punct des Berührungspunctes. 

Hieraus folgt unmittelbar: 

Lehrsatz VL Hat ein Kegelschnitt eine fünfpunctige 
Berührung mit einer Curve der dritten Ordnung, so schnei- 
det er dieselbe auf der Verbindungsgeraden des Berüh- 
rungspunctes mit dessen zweitem Tangentialpuncte *). 

d. Satz von Salmon. Aus den Sätzen in b, und c. folgt, 
dasz, wenn zwei Curven dritter Ordnung zwei vierpunctige 
Berührungen in a und a' eingehen, der neunte Durchschnitts- 
punct X mit den zweiten Tangentialpuncten und 0* der Be- 
Führungspuncte a und a' in gerader Linie liegt. Fallen a und 
a^ zusammen, so fällt auch o und o' zusammen und x ist sein 
Tangentialpunct, das heiszt der dritte Tangentialpunct von a. 
Das gibt: 

Lehrsatz Vll. Alle Curven dritter Ordnung, die in dem- 
selben Puncte eine achtpunctige Berührung mit einer ge- 
gebenen Curve dritter Ordnung eingehen, gehen durch 
den dritten Tangentialpunct des Berührungspunctes**). 



*) Poncelet, Analyse des transversales, p. 135. 

**) Salmon, On curveso/the third order. (Philosophical Transactions 
of the Royal Society, vol. 148, part. 2. London 1869. p. 535). 
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e. Einige weitere Sätze. Wendet man den Satz in 
Nr. 45^. auf eine Curve dritter Ordnung an, so entsteht: 

Lehrsatz VIII. Wird eine Curve dritter Ordnung von 
einer Curve n-ter Ordnung in 3w Puncten geschnitten, 
so liegen die Tangentialpuncte dieser Puncte alle in einer 
andern Curve der dritten Ordnung, 

Hieraus folgt unmittelbar nach Nr. 44. : 

Lehrsatz IX. Die Kegelschnitte, welche in den Durch- 
schnittspuncten einer Curve n-ter Ordnung mit einer sol- 
chen dritter Ordnung, mit letzterer eine fünfpunctige Be- 
rührung eingehen, schneiden dieselbe in 3w Puncten, die 
in einer %weiten Curve n-ter Ordnung liegen, 

Oder auch : 

Lehrsatz X. Hat ein Kegelschnitt mit einer Curve 
dritter Ordnung eine fünfpunctige Berührung in a und 
schneidet sie in b, so hat, wenn a* und b* die Tangential- 
puncte von a und b sind, ein zweiter Kegelschnitt in a* 
eine fünfpunctige Berührung mit der gegebenen Curve der 
dritten Ordnung und schneidet dieselbe in b*. 



Zweites Gapltel. 
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Cremona, Ebene Curven* 



Theorie der Polaren« 



'v>^/^«'v%/>/^•^il 



§. 13. 
ErUftmiiiP und Grundeigenntikatten der Polaren* 

68, Erklärung der Polaren; Anzahl derselben* Es 
seien eine ebene Curve Cn von der it*ten Ordnung und ein 
beliebiger Punet o in ihrer Ebene gegeben. Um o lasze man 
sieh eine Transversale drehen ^ die in einer ihrer Lagen die 
Curve Cn in n Poticten 

schneidet; dann ist der Ort der harmonischen Mittelpuncte des 
r-ten Grades fBr das System ai, a^, ä^» '••.»On in Bezug auf 
als Pol eine Curve der r-ten Ordnung, da nach Nr. IL auf 
jeder durch gezogenen Geraden r Poncte des Ortes liegen. 
Eine solche Curve heiszt die (n — r)'ie Polare des Punctes 
in Bezug auf die gegebene Curve. Diese selbst k^szt die 
Fundamental" oder Qrundcurve*). 

Der Punct erzeugt auf diese Weise n — 1 Polarei» der 
gegebenen Curve. Die erste Polare ist eine Curve der {n-^iyttn 
Ordnung; die %weite Polare eine solche der (»-*-'2)-teo Ord- 
nung; u« 8. w«; die letfUe oder {n — V^'te Polare^ das heiszt 
der Ort der harmonischen Mittelpuncte des ersten Grades» ist 
eine Gerade**). 



♦) Grassmann^ Theorie der Centralen. (^Grelles Journal. T. 24. 
Berlin, Reimer. 1842. S. 262). 

**) Der Satz ist f&r die harmonischen lifittelptincte ersten Grades von 
Cot es gegeben. M. s. Maclaurin^ a, a. 0., p. 205. 

7* 
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69. Debertragung der Satze für harmonische Mit- 
telpuncte auf Polaren. Die in §.3. bewiesenen Sätze für 
die harmonischen Mittelpuncte eines Systems von n Pnncten 
auf einer Geraden laszen sich in ebenso viele Eigenschaften 
der Polaren einer gegebenen Curve übertragen. 

a. Der Satz in Nr. 12. Der Lehrsatz in Nr. 12. läszt 
sich folgendermaszen faszen: 

Lehrsatz I. Ist m ein Punci der (n — r)'ien Polare 
von 0, so ist o umgekehrt ein Punct der r^ten Polare 
von m*); 

oder auch: 

Lehrsatz U. Der Ort der Puncte, deren r-te Polare 
durch einen festen Punct o geht, ist die (n—r)'te Polare 
des Punctes o. 

So ist z. B. die erste Polare von o der Ort der Pole, 
deren gerade Polaren durch o gehen; die zweite Polare der 
Ort der Pole» deren conische Polaren durch diesen Punct ge- 
hen; u. s. w. 

b. Der Satz in Nr. 13. Aus dem Satze In Nr. 13. folgt 
augenblicklich : 

Lehrsatz lU. Ein beliebiger Punct o hat dieselbe s-te 
Polare, sawol in Bevug auf die gegebene Curve Cn, als 
in Be%ug auf jede als Fundamentaleurve betrachtete Po- 
lare einer höheren Ordnung desselben Punctes o. 

So ist z. B. die zweite Polare von o in Bezug auf Cn die 
erste Polare der ersten Polare desselben Punctes in Bezug auf 
Cn\ die dritte Polare ist die erste Polare in Bezug auf die 
zweite Polare und gleichzeitig die zweite Polare in Bezug auf 
die erste Polare ; u. s. w. 

c. Der Satz in Nr. 14. Das Theorem in Nr. 14. gibt 
ebenso : 



*) Bohilliery Th^orhnes sur les polmres successives, (Annales de 
Gergonne, t 19. Nismes 1828—29, p. 305). 
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Lehrsatz IV. Die r'-te Polare eines Puncies & in Be- 
%ug auf die r^te Polare eine» andern Punctes o in Be%ug 
auf Cn fällt mit der r-ten Polare von o %usammen in Be- 
zug auf die r'-te Polare von o* nach Cn *). 

Dieser Satz ist» vi'ie sich später zeigen wird, durch seine 
vielen Folgerungen äuszerst fruchtbar. So ergibt sich z. B. die 
im Folgenden auseinandergesetze Eigenschaft durch Verglei- 
chung mit dem Satz in Nr. 69a. fast von selbst. 

d. Folgerung aus dem Vorhergehenden. Die rMe 
Polare von o' in Bezug auf die r^ie Polare von t) gehe durch 
einen Punct m, und es gehe die r-te Polare von o in Bezug auf 
die r'-te Polare von o' gleichzeitig durch denselben Punct; dann 
folgt aus Nr. 69a., dasz die [(w — r') — r]-te Polare von m 
nach der r'-ten Polare von o' genommen durch geht, und 
das? gleichzeitig auch ein Punct der r'-ten Polare von 0* Ist, 
wenn diese nach der [(n — r') — r]-ten Polare von m genommen 
wird. Daher der Satz: 

Lehrsatz V. Geht die r'^te Polare von o* in Be%ug auf 
die r-te Polare vono durch den Punct m, so geht die r'-te 
Polare von o' in Bezug auf die {n — r — r')''te Polare von 
m durch o. 

70. Tangenten vom Pol an die Grundcurve. Wir 
kehren zur Definition in Nr. 68. zurück. Nehmen wir den Pol 
auf der Grundcurve selbst, so dasz dieser also die Stelle ei- 
nes der n Puncte ai, %, ^3, ....,»» vertritt« so ist der Punct 
der harmonische Mittelpunct des ersten Grades für jede be- 
liebige Transversale. Fällt nun die Transversale mit der Tan- 
gente in zusammen, so gilt für zwei der Puncte a|, o^» 
^5 • • • • 9 On* In diesem Falle wird aber nach Nr. 17. der har- 
monische Mittelpunct ersten Grades unbestimmt, und es ist 
erlaubt, jeden beliebigen Punct der Transversale dafür zu neh- 
men; diese ist daher in urxserm Falle selbst der Ort der harmo- 
nischen Mittelpuncte ersten Grades, und darin liegt der Satz: 

Lehrsatz VI. Die gerade Polare (d,i, die letzte) eines 



*) Plücker, Ueber ein neues Coordinatensystem, (Grelles Journal. 
T. 5. Berlin. Reimer. 1830. S. 34). 



Punetet der ervndcurve seibtt iai «tf« Tangeate iOetes 
Punclea. 

Liegt der Pol nicbt ia der Grundcutve, aber die Transver' 
sale ist eine Tangente, so fallen zwei der Pnncte Oi, a^, Oj, 
..,.,(b mit dem Berfibruagspuncte zuaanmien. Dieser ist also 
nach Nr. 16. ein barmoniacber Mittelpunct des (fl-"l)-ten 6re< 
dea. also sin Punct der eraten Polare. Das gibt: 

Lehrsatz VII. Bie erste Polare etnes beliebigen Pun- 
ctes schneidet die GruTtdcurve in den Berührungapuncten 
der Tangenten, welche sich von diesem Puncte aus an die 
Carve legen Ionen. 

Die erste Polare ist von der (n— ])-ten Ordnung, sie schnei- 
det daher Ck in nfn — 1) Puncten. Es iaszen sich also durch 
einen beliebigen Pnnct «(«—1) Tangenten an die Grnndcurve 
legen *]. Das liefert den Satz : 

Lehrsatz VIII. Eine Curve der n-ten Ordnung ist im 
Allgemeinen van der n(n — 1)-/^» Classe. 

71. Polaren eines Punctes der GruodcurTe. Wird 
der Pol o auf der Fundamental curve selbst angenommen, so 
ßllt für jede Richtung der durch o gezogenen Transversale 
einer der Durch schnitte puncte Oj, Oj, Oj, ....,aii mit o zosam* 
nien. Es ist folglieh nach Nr. 17. o ein harmonischer Mittel- 
punct eines jeden beliebigen Grades des Systems aj, a^ <^, — > th 
tat als Pol, und es gehen demgemäsz alle Polaren von O 
von der ersten bis zur («— l>>ten durch diesen Punct. 

Aber wir können noch weiter gehen. Ist nämlich die 
Transversale eine Tangente von Cn in o, so gilt dieser Punct 
fi3r zwei snsammenfallende Durchschnittspuncte, also auch nach 
Nr. 17. ffir zwei harmonische Mittelpnncte eines beliebigen 
Gfodes, und damit ergibt sich der Satzi 

Lehrsatz IX. Die Polaren aller Grade eines Punctes 
der Qrundewrve beraten diese im Pole selbst. 



. auüiie iPune thiane da poIcHrM riäproqutt 
, t 8., Nismea 1S17— 1818, p. S14). 
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Aus derselben Nr. 17. folgt noch : 

Lehrsatz X. Die erste Polare eines Punctes o der 
Fundamentaleurve ist der Ort der harmonischen Mittel- 
puncte des (n—'iyten Grades für den Polo und die n—l 
Puncte, in denen Cn von einer veränderlichen Transver^ 
sale durch o geschnitten tdrd. Die fi(n— 1)— 2 Puncte, 
in denen die erste Polare von o Cn auszer dem Puncte o, 
in dem sich nach dem Obigen die Curven berühren, schnei- 
det, sind die Berührungspuncte der durch o gelegten an- 
derweitigen Tangenten von Cn* 

72. Einflasz der vielfachen Puncte. Es habe die 
Curve Cn in d einen r- fachen Puncto es schneide also jede 
Gerade» welche durch d geht, die Curve in diesem Puncte 
r-mal, dann ist nach Nr. 17. d ein r-facher Punct für jede 
Polare dieses Punctes. 

Jede Tangente an die r Zweige der Curve Cn schneidet 
diese aber nach Nr. 31. in r-f-l Puncten« die mit i^ zusammen- 
falleui so dass für diese Tangenten als Transversalen betrach- 
tet r-fl von den Puncten a mit d zusammenfallen» und damit 
also.^ auch fiSr r-fl harmonische Mittelpuncte eines beliebigen 
Grades für d als Pol zu betrachten ist (M. s. Nr. 17.). Die r 
Tangenten von Cn im Puncte d berühren also in ihm auch di^ r 
Zweige einer beliebigen Polare von d. 

Daraus folgt ferner ooeh, dasz die (n— *l)-te» (n — 2)«te, 

(it—<-r+ l)*te Polare von d unbestimmt werden» und dasz 

die (ii*-r)*te Polare aus dem System der r Tangenten» das 
wir schon in Nr. 31. betrachteten» besteht. 

Diese letzte Eigenschaft ergibt sich auch offenbar daraus» 
dasz» wenn man nach Nr. 68. eine Tangente an einen der Zweige 
der Curve Cn in d als eine durch den Pol d gelegte Transver- 
sale betrachtet» r-|-l der Durchschnittspuncte a mit diesem 
Pol zusammenfallen» und also nach Nr. 17. jeder Punct dieser 
Transversale als harmonischer Mittelpunct r-ten Grades auf- 
gefaszt werden kann» dasz also folglich das Büschel der Tan- 
genten an die r Zweige der Curve Cn den Ort der harmonischen 
Mittelpuncte des r*ten Grades in Bezug auf d als Pol darstellt. 
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73* Einflusz der Tielfacheo Buncte; Fortsetzung. 
£s sei o ein beliebiger Punet in der Ebene der Curve Cu$ die 
in if einen r-fachen Panct besitzt^ und die Gerade od gezogen; 
dann werden naturlich für diese Transversale r der Punete a 
mit d zusammenfallen. Dieser Punct ist daher nach Nr. 16. der 
Ort fCr r — s harmonische Mittelpuncte des (n — syten Grades, 
s^ti» Das liefert den Satz: 

Lehrsatz XI. &n r-f acher Punct der Fundamenlal- 
curve ist ein (r — syfacHer Punct der s^ten Polare eines 
beliebigen Poles. 

a. Specieller Fall, wenn Cn aus n Geraden be- 
steht. Wir wollen das Vorhergehende auf den Fall anwenden, 
dasz Cn aus dem System von n Geraden besteht, die sich in 
d schneiden. Für Cn wird dann d ein n-facher Punct, und er 
ist folglich auch für die erste Polare eines beliebigen Poles 
für Cn als Gruq^curve ein (n — l)-facher Punct. Diese Polare 
besteht also aus (n — 1) Geraden, die durch d gehen. 

Mit andern Worten: Ziehen wir durch o eine beliebige 
Transversale, welche die n Geraden in a|, %, ^3, ...., ün schnei- 
det, bezeichnen wir ferner die harmonischen Mittelpuncte des 
(n — l)-ten Grades durch mi, tn^^ ^3, •..., ma-i, so ist das Sy- 
stem der n — 1 Geraden 

d{mi , ^, m^, . . . . , mn—i) 

nach Nr. 20. die erste Polare von 0, Nach Nr. 18. folgt nun 
aber ferner, dasz, so lange der Pol o sich auf einer Geraden 
bewegt, die durch d geht, diese erste Polare stets dieselbe 
bleibt. 

Fallen von den n gegebenen Geraden s in eine einzige da 
zusammen, so fallen auch nach Nr. 16. s — 1 harmonische Mittel- 
puncte des (n — l)-ten Grades mit a zusammen, und es reprä- 
sentiert daher da» was auch sei, n — 1 der Geraden dm. . 

b* Polare eines Winkels. Für n = 2 erhält man den 
speciellen Fall: 

Lehrsatz XII. Ist die Fundamentalcurve aus %wei Gera- 
den d(ai, a^t) fsusammef^esetsa , so ist die Polare eines 
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Funde» o in Be%ug auf die beiden geffebenen Geraden der 
%u do zugeordnete harmonische StraL Fallen beide Gerade 
siusammen, so fälle auch die Polare mit ihnen wusammen 
fär jeden beliebigen Punct als Pol. 

Die soeben deflnierte Polare zweier Geraden nennt man die 
Polare von o für den Winkel a^da^. 

74. Einfiusz der vielfachen Puncte; 8chlasz. 
Wir wenden uns wieder zur Betrachtung einer beliebigen Curve 
Cny die in d einen r-fachen Punct besitzt. Ist ein beliebiger 
Pol, so geht seine erste Polare nach Nr. 73. (r — l)-mal dnrch 
rf, und die r Tangenten von Cn in d bilden die (« — r)-te Po- 
lare des Punctes d selbst. Dem analog bilden natürlich die 
(r — 1) Tangenten im Puncte d an die erste Polare von o die 
[(« — 1) — (r — l)]-te Polare von d in Bezug auf die erste Po- 
lare von 0, oder auch^ was dasselbe Ist, nach Nr. 69c. die 
erste Polare von o in Bezug auf die (fi — r)-te Polare von d* 
Betrachtet man nun noch Nr. 73a., so hat man den Satz: 

Lehrsatz XUI. Hat die Fundamentalcurve einen 
r'fachen Punct d, so bilden die r — 1 Tangenten, die man 
von d an die erste Polare eines beliebigen Punctes o le- 
gen kann, gleichzeitig die erste Polare von d in Bezug auf 
das Büschel der r Tangenten der Fundamentalcurve in d. 

a. Folgerung 1. Hieraus folgt mit Bezug auf Nr. 73 a. 
dasz alle ersten Polaren der Puncte einer Geraden, welche durch 
d geht^ in diesem Puncte dieselben Tangenten haben. 

b. Folgerung 2. Fallen auszerdem s der Tangenten 
Cn im Puncte d in eine einzige Gerade zusammen, so ist nach 
Nr. 73 a. diese auch (s — l)-mal Tangente an die erste Polare 
von 0, folglich repräsentiert dann d nach Nr. 32. r(r — I) -|- s — 1 
Durchschnittspuncte der Curve Cn und der ersten Polare. Da 
also die Zahl der noch übrigen Durchschnittspuncte gleich 
«(n— 1) — r(r — 1) — (* — 1) ist, diese Zahl aber nach Nr. 70. 
ausdrückt, wieviel Tangenten sich durch o an die Fundamen- 
talcurve legen laszen, natürlich vorausgesetzt, d sei der einzige 
vielfache Punct, so können wir folgenden Satz aussprechen: 
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Lehrsatz XIV. Hat die Fundameniaieurpe einen 
r^fachen Punei, mit s %tisammenfailenden Tangenien, so 
wird dadurch die Classe der Curve um r(r — 1) + *— I 
Einheiten vermindert. 

c. Folgerung 3. Diese allgemeine Eigenschaft läszt sich 
ffir r=2, «=1 und r^2f s = 2 nach Nr. 736. folgendermaszen 
faszen: 

» 

Lehrsatz XV. Hat die Fundamentalcurve in d einen 
Doppelpunct, so geht die erste Polare eines beliebigen Po- 
les durch d, und berührt in diesem Puncte den %u do 
in ßemsg auf die beiden Tangenten der Grundcurve in d 
%ugeordneten harmonischen Strato 

Lehrsatz XVI. Ist d für die Fundamentalcurve ein 
Mcikehrpunct, so geht die erste Polare Jedes Punctes durch 

d, und berührt daselbst die Mckfcehrtangente der gegebe- 
nen Curve. 

Die erste Polare von o schneidet demgemäsz Cn auszer iu 
d in noch n{n — 1)-*2 oder n(»^l)**3 Puncten« jenachdem 
d einen Doppelpunct oder eine Spitze bildet. Folglich gilt der 
Satz: 

Lehrsatz XVII. Die Classe einer Curve erniedrigt 
sich um %wei Einheiten für Jeden Doppelpunct und 
um drei Einheiten für Jede Spit%e*). 

d. Folgernug 4. Für ein beliebiges r und s=:l ent- 
steht: 

Lehrsatz XVIIl. Hat Cn einen r- fachen Punct, mit 
r verschiedenen Tangenten, so erniedrigt sich die Classe 
der Curve um r(r — 1) Einheiten, das heis%t, ein r-facher 
Punct mit r verschiedenen Tangenten hat dieselbe YFir- 
fmng, als hätte die Curve ir(r*^l) Doppelpuncte. 

Dies gewinnt grosze Evidenz, wenn man beachtet, dasz 
der gemeinschaftliche Durchschnittspnnct von r Zweigen einer 



*) Plüeher, Solution dfune question fondamentale eoncemant la th^orie 
gfyi^ciU des cout^es, (Cr eil es Jotmial. T. 12, Berlin, Beimer. 1834. p. 107). 
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Curve eigentlich der Ort vod ir(r-*<*l) Doppeipuncteo ist» welche 
aus den Durchschnitten der r Zweige zu zwei und zwei ent- 
stehen. 

Haben nun noch s der Zweige eine gemeinschafltliche Tan- 
gente , 60 entstehen durch Gombination jedes dieser Zweige 
mit dem folgenden s — 1 Spitzen. Jede andere Gombination 
der sämmtlichen Zweige zu zwei gibt einen gewöhnlichen Dop- 
pelpuuct» und das liefert den Satz: 

Lehrsatz XIX, Ein r-f acher Punct mit s zusammen- 
fallenden Tangenten vermindert die Claase einer Curve 
um eben soviel Einheiten, als \r{r — 1)— (#— I) Doppeh 
puncte und s — l Spitzen zusammengenommen. 

75. Der Satz von Maclaurin. Sind a und 1^ die beiden 
harmonischen Mittelpuncte des ersten Grades für die beiden 
Systeme von Puncten 

^l9 tt^ ÖS» ...., Onl 
Oif Of^f b^f • ••#! bn^ 

In denen die Fundamentalcurve Cn durch zwei Transversalen 
geschnitten wird, welche durch den Pol o gehen, so Ist die 
Gerade cA die letzte Polare von o. Legt man nun durch die 
Puncte ai, a^ a^j .,..9 On und bi, b^, b^j....,bn eine zweite 
Curve der n-ten Ordnung C'n > so ist die Gerade (A auch in 
Bezug auf C'n die Polare von o, so dasz, wenn wir jetzt die 
beiden Transversalen oaia^*.*.an und obib^....bn sich einander 
unendlich nähern laszen, der Satz entsteht: 

Lehrsatz XX. Berühren sich zwei Curven der n-ten 
Ordnung in n Puncten, die in gerader Linie liegen, so 
hat Jeder Punct dieser Geraden ßlr beide Curven dieselbe 
gerade Polare *)• 

Als zweite Curve kann man das System der n Tangenten 
der Curve Cn in den Puncten Oi, o^, Oa, ....yOn betrachten; 
dann geht der obige Satz über In: 



*) Salmon, A treaüse on ike higher plane curves^ Dublin 1852^ p. 54. 
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Lehrsatz XXIj Ein Pol, der mit n Puncien einer 
Curve n-ter Ordnung auf derselben Geraden Hegt, hai 
sowol in Be%ug auf die Curve, als in Bevug auf ihre Tan- 
genten in den n gegebenen Puncten dieselbe gerade Polare. 

Das Letztere läszt sich nach Nr. IL auch so aussprechen: 

Lehrsatz XXIL Legt man eine zweite Transversale 
durch den Punct o, und sehneidet diese die Curve in den 
Puncten Ci, c^, c^ — ,Cn; die n Tangenten aber in ti, t^, 
t^^,,,,,tn, so existiert immer die Relation 

OCi^ OC^^ OCj,^'"'^ OCn^ Ot^^ Ot^^ Ot^^-'^ Otn ^' 

76. Der Satz von Gayley. Es seien n Gerade Ai, A^ 
A^9 ....» Au und ein Pol o gegeben, alle naturlich in einer £bene. 
Es sei ferner Pr die gerade Polare von o in Bezug auf das 
System von n — 1 Geraden 

A\9 ^*4> ^8> ••»•, Ar — \, Ar-\-\9 • • • • , /k% , 

als Ort der (n — l)-ten Ordnung betrachtet, und Or der Punct, 
in dem Pr die Gerade Ar schneidet, dann ist dem Satze in 
Nr. 15. gemäsz Hr der harmonische Mittelpunct des ersten Gra- 
des des Systems der n Puncto, in denen die n gegebenen Gera- 
den von der Transversale 0(h geschnitten werden, für o als Pol. 
Das gibt den Satz: 

Lehrsatz XXIIL Sind n Gerade und ein Pol o gege- 
ben, SO liegt der Punct, in dem eine beliebige dieser Gera- 
den die gerade Polare von.o für die andern n — 1 Gera- 
den schneidet, auf der geraden Polare von o für alle 
n Gerade**). 

Aus diesem Satze folgt für n = 3: 

Lehrsatz XXIV. Die gerade Polare eines Punctes in 
Bezug auf die Winkel eines Dreiseits schneiden die Gegen- 



*) Maclaurtn, a. a, 0. p. 201. 

**) Cayley, Sur quelques th^rhnes de la g€om€trie de position. (Crel' 
les JonmaL T. 34. Berlin, Reimer. 1847. p. 274). 
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Seiten in drei Puneten, die in gerader Linie liegen, und 
%war auf der geraden Polare des gegebenen Punctes in 
Bezug auf das Dreiseit, als Ort der dritten Ordnung auf" 
gefas%t, 

und umgekehrt: 

Lehrsatz XXV. Werden die drei Seiten bc, ca, ab 
eines Dreiecks abc von einer Transversale bezüglich in 
den Puneten a*, b', & geschnitten, und sind «i, bi, Ci der 
Reihe nach die cof^fugierten harmonischen Puncte von a', 
b*, c' bemglich der Punctpaare b, c; c, a; a, b, so schnei- 
den sich die Geraden aaiy bbi, cCi in demselben Puncte, 
dem Pole der Transversale. 



77. GurvenbOschel aus den ersten Polaren der 
Puncte einer Geraden. Die ersten Polaren zweier belie- 
biger Puncte o und o* für eine gegebene Curve Cn schneiden 
sich in {n — 1)^ Puneten^ deren jeder nach Nr. 69a.» da er in 
beiden ersten Polaren liegt, eine gerade Polare besitzt, die 
sowol durch o als durch 0* geht. Folglich entsteht der Satz: 

Lehrsatz XXVI. Eine Gerade ist die Polare von («—!)* 
verschiedenen Puneten, welche die Durchschnittspuncte 
der ersten Polaren zweier beliebiger ihrer Puncte sind. 

Oder auch: 

Lehrsatz XXVII. Die ersten Polaren aller Puncte ei- 
ner Graden bilden fin Curvenbüschel, das durch dieselben 
(n — 1)* Puncte geht *). 

a. Zahl der Polaren, welche alle andern bestim- 
men. Dieser Eigenschaft gemäsz haben alle ersten Polaren, 
welche durch einen Punct o gehen, noch (n — 1)^ — 1 Puncte 
gemein, das heiszt sie bilden ein Curvenbüschel » deszen Basis 
aus den (n— '1)^ Polen der geraden Polare von o besteht. Durch 
zwei Puncte o und o' geht nur eine erste Polare » und zwar 



*) Bobillier, Dimonstratiom de quelques ihiorhnes sur lea lignes etc. 
(Annales de Ger gönne 1. 18. Nismes 1827 — 1828. p. 97). 
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diejeoige» deren Pol der Dorchscbnittspaiicf der geraden Po- 
laren von and & ist 

# 

Es genfigen folglich drei erste Polaren am alle andern zu 
individualisieren. Denn sind drei erste Polaren C'^ C*\ C"* 
gegeben, deren Pole nicht in gerader Linie liegen, and verlangt 
man diejenige zu beschreiben , welche durch zwei gegebene 
Pnncte und 0' gebt, so lost sich diese Aufgabe folgender- 
maszen. 

Die beiden Curven C* und C*' bestimmen ein Curvenbfiscbel. 
Ebenso bestimmen die Corven C* und C*" ein solches. Die 
beiden Garven, welche bezfiglich zu diesen beiden Büscheln 
geboren und durch o gehen, individualisieren ein drittes Curven- 
bfiscbel; die Curve dieses Buscheis nun, welche durch 0* geht, 
ist offenbar die gesuchte. 

b. Einflusz eines den drei gegebenen Polaren 
gemeinschaftlichen Punctes. Gehen drei erste Polaren, 
deren Pole nicht in gerader Linie liegen, durch denselben Punct, 
so ist dieser auch allen fibrigen Polaren gemeinschaftlich, also 
ffir die Fundamentaicurve nach Nr. 73. ein Doppelpunct. Seine 
gerade Pelare ist daher nach Nr« 72. unbestimmt, da sie nach 
Nr. 69«. durch jeden Punct der Ebene gelegt werden kann, 

78. Doppelpuncte der Polaren. Die r-te Polare eines 
Punctes möge einen Doppelpunct & haben, so dasz also nach 
Nr. 73b die erste Polare eines beliebigen Ponctes n^ die r-te 
Polare von o als Grundcurve betrachte, durch & gdit, dann 
wird auch , dem Satze in Nr. 69 d. gemäss , die erste Polare 
von 1», die (n — r— l)-te Polare von o* als Grundcurve ange- 
nommen, durch o geben; auszerdem wird nach Nr. 69a. die 
(r-f l)-te Polare von o durch o' gehen und o auf der {n^r-^iy 
ten Polare von o' liegen. Ans Nr. 77^ fdgt dann: 

Lehrsatz XXVIII. Hat die r-te Polare von o einen 
Doppelpunct in o', so hat umgekehrt die (n — r— 1)-^ A>- 
lare von o* einen Doppelpunct in o *). 



*) Stein er, Allgemeine Eigensdiqfien der aUgehrtMchen Curven, (Crel^ 
les Joarnal T. 47. Berlin. Reimer) 1858. 8* 4). 
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Hat z. B* die erste Polare von o eineo Doppelpmict a', fio 
ist die coniflche Polare von o* das System zweier Geraden^ die 
sfeh in o scbaeideD» und umgekehrt. 

a. Riickkehrpuncte der Grundcurve. Hat die gege» 
bene Curve Cn einen Rückkehrpunct d^ so lust sich die conisehe 
Polare dieses Punctes nach Nr. 72. in zwei Gerade auf, die 
beide mit der Tangente von Cn in d zusammenfallen. Jeder 
Punct m dieser Tangente kann also als ein Doppelpnuct der 
conischen Polare von d angesehen werden» so dasz d ein Oop* 
pelpunct der ersten Polare von m ist Das liefert den Satz: 

Lehrsatz XXIX. Bat die Fundamentalcurve eine 
Spitf^s so geht die erste Polare eines beliebigen Punctes 
der Rückkehrtangente zweimal durch den Rückkehrpunct. 

Diese ersten Polaren^ für welche d ein Doppelpunct ist» 
bilden nach Nr. IIa* ein Curvenfoüschel. Es sind daher unter 
ihnen nach Nr. 48. swei» für welche d eine Spitze bildet. Nach 
Nr. 72. ist nun eine dieser beiden Polaren diejenige» f&r welche 
d selbst der betreffende Pol ist. 

b. Weitere Folgerungen. Es sei & ein Doppelpunct 
der S'-ieu Polare eines Punctes m in Bezug auf die r4e Polare 
eines andern Punctes als Fundamentaicurve» das heiszt nach 
Nr« 00c«» es gehe auch die r-te Polare von o in Bezug auf 
die #He Pelare von m als Grondcurve zweimal durch o', dann 
Mgt, wenn wir auf die «*»te Polare von m den für die Curve 

, C!!iinNn7& bewiesenen Satz anwenden» dasz die [(n— «)— r— l]-te 
Polare von o' in Bezug auf die ^-te Polare von m als Grund- 
curve in o einen Doppelpunct besitzt. Das gibt den Satz: 

Lehrsats XXX. Hat die s-te Polars von m in Bezug 
aiuf die r-te Polare von o ^nen Doppelpunct in o'» so 
häi MSngekehrt die s*ie Potare von m in Bezug auf die 
(n — r— » — lyte Polare von o* in o einen Doppelpunct. 

79. Rfickkehrpuncte der Polaren. Hat die r-te Polare 
von in o* eine Spitze» so geht nach Nr. 78. die (»— r — l)-te 
Polare von o* zweimal durch o^ Bezeichnen wir nun durch m 
einen beliebigen Puiict der RdckkehrtaiigeBte der r-ten Polare 
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von im Rfickkehrpanote o-, so bat nach Nr. 78a. die erste 
Polare von m bezogen auf dieselbe r-te Polare von o als Grand- 
eurve in o* einen Doppelpunct, and es geht demgemäsz nach 
Nr. 78^. die erste Polare von «i, die {n — r — 2)-te Polare von 
& als Grandcurve betrachtet, zweimal darch 0. 

Setzt man noch r = 1 » so folgt der Satz : 

Lehrsatz XXXL HiU die erste Polare von o eine 
Spit%e in o*y so hqf jeder Punct der Räckkehrtangente, auf 
die cubische Polare als Grundcurve bezogen, stir cönischen 
Polare ein Paar sich in o schneidende Gerade*). 

Es ist nun aagenblicklich klar, dasz jede dieser beiden 
Geraden die andere bestimmt, das heiszt, alle zusammengehö- 
rigen Paare von Geraden bilden eine quadratische Involution^ 
und folglich müszen auf der Rückkehrtangente zwei Puncte 
existieren, von denen jeder als conische Polare ein Paar in eine 
Gerade, die durch geht, zusammenfallende gerade Linien hat, 
die cubische Polare von o' als Grundcurve angesehen. 

Der Punct ist ein Doppelpunct für jede conische Polare 
eines Punctes m der Rückkehrtangente för die cubische Polare 
von 0* als Grundcurve, und deshalb ist umgekehrt nach Nr. 78. 
m ein Doppelpunct der conischen Polare von o nach der cubi- 
schen Polare von o' als Grundcurve. Das gibt den Satz: 

Lehrsatz XXXIL Die Gerade, welche die ersie Polare 
von im Mckkehrpuncte o' berührt, ist, als das System 
zweier zusammenfallender Geraden betrachtet, die conische 
Polare von o in Bezug auf die cubische Polare von o' als 
Grundcurve. 

Die Doppelsfralen der obigen Involution mögen die Rückkehr- 
tangente in Ol und 0^ schneiden. Nun ist Ox ein Doppelpunct 
sowol der conischen Polare von o, immer auf die cubische Po- 
lare von 0' als Grundcurve bezogen, als für die conische Polare, 
die durch OOi dargestellt wird, und die conische Polare von o 
hat nach Nr. 78. einen Doppelpunct in o und einen zweiten auf 



*) Unter gerader^ conischer nnd cuhischer Polare verstehen wir bezüglioh 
die letzte^ vorletzte nnd vorvorletzte Polare, die resp« eine gertide lÄnie, einen 
Kegelschnitt nnd eine Curve der dritten Ordnung repräsentieren. 
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0|02» das heiszti sie ist das System zweier zusammenfallender 
Geraden. Es bilden als oo^, und oo^ für sich die coniseben 
Polaren der Püncte 0| und o^^ und darin liegt der Satz: 

Lehrsatz XXXIII. Hat die erste Polare von o einen 
Rückkehrpunct o\ so gibt es auf der Räckkehrtangente fswei 
Puncte Ol und o^, welche zusammen mit o ein Dreieck 
bilden, deszen Seiten, als je zwei zusammenfallende Gerade 
betrachtet, die conischen Polaren ihrer Gegenscheilel dar- 
stellen für die cubische Polare von o' als GrundcUrve. 

8U. Charakteristische Eigenschaften der Wende- 
puncte. Wir betrachten jetzt eine Wendetangente der gege- 
benen Curve Cn und ihren ßeruhrungspunct oder den Wende- 
punct i. Nehmen wir den Pol o auf der Wendetangente und 
betrachten diese, wie nach Nr. 68. erlaubt ist, als Transversale, 
so sind von den dort betrachteten Puncten a nach Nr. 29. drei 
im Wendepuncte t' vereinigt. Dieser ist damit nach Nr. 16. der 
Ort für zwei harmonische Mittelpuncte des (n — l)-'ten Grades 
und für einen solchen des (n — 2)'^ten Grades; folglich geht 
die erste Polare von o durch i und berührt in diesem Puncte 
Cm und die zweite Polare von o geht ebenfalls durch i. 

Da somit durch i* die zweite Polare eines jeden Punctes o 
der Wendetangente geht, so musz nach Nr. 69a. die conische 
Polare von i alle Puncte dieser Tangente enthalten, das beiszt : 

Lehrsatz XXXIV. Die conische Polare eines Wende- 
punctes besteht aus zwei Geraden, deren eine die Wende- 
tangenie selbst ist, 

Ist f der Durchschnittspunct der beiden Geraden, welche 
die conische Polare des Wendepunctes t* bilden, so hat nach 
Nr. 78. die erste Polare von i' in i einen Doppelpunct; das lie- 
fert den Satz: 

Lehrsatz XXXV. Ein Wendepunct einer Curve ist ein 
Doppelpunct für jede erste Polare eines Punctes der Wen- 
detangente. 

Liegt ein Punct p auf der Curve C und hat derselbe als 
conische Polare ein System von zwei Geraden, so ist er ent- 
weder ein Doppelpunct oder ein Wendepunct der gegebenen 

Cremona, Ebene Curven. g 
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Curve. Deiin^ entweder gehen beide Gerade durch p, und die 
gerade Polare des Puncteis wird daher unbestimmt, dann ist 
p ein Doppelpunct der Curve; oder eine einzige der beiden 
Geraden gebt durch p, und ist dann nach Mr. 71. Tangente der 
Curve in diesem Puncte. Dann gehuren alle Puncte dieser 
Geraden sowol der (n— l)-ten, als der (n — 2)-ten Polare von 
p an, folglich geht die erste und die zweite Polare jedes Pun- 
ctes dieser Geraden durch p, was nach Mr. 16. nur möglich ist, 
wenn diese Gerade mit der gegebenen Curve in p eine drei- 
punctige Berührung eingeht. 

81. Einhüllende der geraden Polaren der Puncte 
einer gegebenen Curve. Nach dem Vorhergehenden ent- 
spricht jedem Puncte der JElbene der gegebenen Curve Ca eine 
gerade Polare. Dem analog stellen wir nun die Frage: 

Wenn der Pol sich auf einer Curve Cm der m-ten Ordnung 
bewegt, von welcher Classe ist dann die Einhüllende der gera- 
den Polaren dieses Punctes? das heiszt, wieviel.gerade Polaren 
gehen durch einen beliebigen 'Punct 0, wenn die Pole aller 
dieser Polaren auf Cm liegen? 

Nun liegt nach Nr. 69a., wenn die gerade Polare durch o 
geht, der Pol auf der ersten Polare von o, die Cm in m(n—l) 
Puncten schneidet. Diese Puncte sind nun natürlich die einzi- 
gen Puncte der Curve Cmy deren gerade Polaren durch ö gehen, 
und damit haben wir den Satz: 

Lehrsatz XXX VI. Bewegt sich der Pol auf einer 
Curve der m-ten Ordnung, so werden die geraden Polaren 
von einer Curve der m{n—\yten Classe umhüllt, 

a. Die gegebene Curve ist eine Gerade. Für i»= 1 
entsteht: 

Lehrsatz XXXVII. Durchläuft der Pol eine Gerade 
Ry so ist die Einhüllende der geraden Polaren eine Curve 
der {n — })'ten Classe. 

b. Einflusz eines vielfachen Punctes. Hat die Fun- 
damentalcurve einen r-fachen Punct d, so geht die erste Polare 
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von nach Nr. 73. (r— l)-mal durch d. Folglich schneidet, 
wenn auch R durch diesen Punct geht^ die erste Polare diese 
Gerade noch in (w — 1) — (r — 1) Puncten. Die Classe der ge- 
sachten Einhüllenden ist also in diesem Falle n — r. 

c. r-facher Punct mit s zusammenfallenden Tan- 
genten. Haben ausserdem s Zweige von Cn \f^ d eine ge- 
meinschaftliche Tangente, so berührt dieselbe in diesem Puncte 
nach Nr. 74. s — 1 Zweige der ersten Polare von o. Ist daher 
R diese Tangente, so bleiben noch (« — 1) — (r — 1)— (i— 1) 
Durchschnittspuncte derselben mit der ersten Polare von o 
übrig, und die Classe der Einhüllenden ist in diesem Falle nur 
» — (r + Ä — 1). 

82. Einhüllende Polaren. Wie die Theorie der harmo- 
nischen Mittelpuncte eines Systems von Puncten einer Geraden 
zur Grundlage der Theorie der Polaren bezogen auf eine Grund, 
curve dient, so fühten die Eigenschaften der harmonischen 
Axen eines Büschels von Geraden, die von einem Puncte aus- 
gehen (M. s. Nr. 19. und Nr. 20.), auf die Begründung einer 
analogen Theorie der einhüllenden Polaren in Bezug auf eine 
Fundamentalcnrve von bestimmter Classe. 

Ist K eine Curve der m-ten Classe, R eine Gerade in ihrer 
Ebene, und zieht man von einem Puncte p der Geraden R die 
m Tangenten an K, so werden die harmonischen Axen des 
r-ten Grades des Systems dieser m Tangenten für die Gerade 
Ä, wenn p sich auf/? bewegt, von einer Curve der r-ten Classe 
umhüllt. Die Gerade Zugibt also m-^l einhüllenden Polaren den 
Ursprang, deren Classen mit m—\ anfangen und mit 1 schlieszen. 
Die umhüllende Polare der höchsten Classe berührt die Tan- 
genten an K in den Puncten, die diese <Curve mit R gemein hat^ 
daher schneidet R die Curve K in m{fn — 1) Puncten, und es gilt 
folgHch der Salz : 

Lehrsatz XXXVIII. Eine Curve der m-ten Classe ist 
im Allgemeinen von der m{m — \)'ten Ordnung. 

Diese Ordnung erniedrigt sich aber um zwei Einheiten für 
jede Doppeltangente und um drei Einheiten für jede Wende- 
tangente der Fundamentaicurve, u. s. w., u. s. w. 
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. §. 14. 
Sifttze über CarTensysteme. 

83. Ort der Durcbschnittspuncte derentsprecheo- 
den Curven zweier projectivischer Reihen. Wir haben 
in Nr. 34. den Ausdruck Reihe von Curven definiert. Man nennt 
nun zwei Reihen von Curven projeciivisch, wenn einem betie- 
bigen^ aber ges^ebenen Gesetze gemäsz einer jeden Curve der 
ersten Reihe eine einzige Curve der zweiten entspricht und 
umgekehrt. 

Wir beantworten zuerst die Frage, von welcher Ordnung 
ist der Ort der Durcbschnittspuncte der correspondierenden 
Curven zweier projectivischer Reihen bezüglich von der m-ten 
Ordnung und dem Index m und der n-ten Ordnung und dem 
Index N? Wir können diese Frage auch dahin faszen. Wieviel 
Puncte gibt es auf einer beliebigen Geraden , durch welche je 
zwei entsprechende Curven hindurchgehen? 

Zur Beantwortung derselben sei a ein beliebiger Punct der 
Transversale, durch den m Curven der ersten Reihe hindurch- 
gehen. Die M entsprechenden Curven der zweiten Reihe schnei- 
den nun die Transversale in M.n Puncten a*. Nehmen wir da- 
gegen einen beliebigen Punct a* der Transversale, durch den 
N Curven der zweiten Reihe gehen, so schneiden die entspre- 
chenden N Curven der ersten Reihe die Transversale in s.m 
Puncten a. Jedem Puncte a entsprechen daher M.n Puncte af 
und jedem Puncte a* "s.m Puncte a; beziehen wir nun die 
Puncte a und af auf denselben Anfang o, der beliebig auf der 
Transversale angenommen werden kann, so besteht unter den 
Abschnitten oa und oa' eine Gleichung, die für oaf vom m. n-ten, 
für oa von v^m-ten Grade ist. Läszt man daher a mit a' zu- 
sammenfallen, so ist die Gleichung für die Abschnitte Oa vom 
(u.n+jx.fnyten Grade, das heiszt auf der Transversale liegen 
M.n+TH.m Puncte des gesuchten Ortes. Hieraus erhält man 
das allgemeine Theorem*): 



*) Jonquieres, Th€oremes g€n€raux etc. p. 117. 
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Lehrsatz I. Der Ort der Durchschnittspuncte der 
entsprechenden Curven %weier projcctivischer Reihen be- 
züglich von der m-ten Ordnung und dem Index m und 
und von der n-ten Ordnung und dem Index y ist im All- 
gemeinen höchstens von der (w.n + v.myten Ordnung. 

Wir sagen „Im Allgemeinen hochstens^^. weil verschiedene 
Umstände die Ordnung der resultierenden Gurre erniedrigen 
können. Z. ß., wenn die beiden Reihen singulare correspon- 
dierende Eleraentepaare enthalten. Die Grosze m.ii-^i^*^^ niusz 
man also vielmehr als eine obere Grenze betrachten, wie als 
eine absolute Zahl. Im Folgenden Nr. 111 bis werden wir 
hierzu in der Theorie der Kegelschnitte bemerkenswerte Bei- 
spiele betrachten*). 

a. Folgerung für die Tangenten der Curven zweier 
Reihen. Für M=N=rl erhält man aus diesem Satze das in 
Mr. 50. für den Ort der Durchschnittspuncte der entsprechenden 
Curven zweier Curvenbuschel bewiesene Theorem wieder. Im 
Falle m=ii=], hat man den Satz: 

Lehrsatz IL Entsprechen die Tangenten einer Curve 
M-ter Classe den Tangenten einer andern Curve der v-ten 
Classe projectivisch, so ist der Ort der Durchschnitts^ 
puncte Je %weier homologer Tangenten eine Curve der 
(M + n)-ten Ordnung, 

b. Einhüllende der Verbindungsgeraden entspre- 
chender Puncte zweier Curven. Analog kann man den 
folgenden Satz beweisen, den man aber auch aus dem oben 
gegebenen mittelst des Princips der Dualität ableiten kann: 

Lehrsatz IH. Entspricht einem jeden Puncte einer 
Curve der M-ten Ordnung, einem beliebigen Gesetze gemäs%, 
ein einsdger Punct einer andern Curve der v-ten Ordnung, 
und umgekehrt, so wird die Gerade, welche zwei homologe 
Puncte beider Curven verbindet, von einer Curve der 
(m + vyten Classe umhüllt. 



♦) Man sehe auch einen Brief Jonquieres* an den Verfaszer im 
Giomale dt Matematiche ad uso etc, Napoli 1863, p. 128., bowiq Bemerkungen 
über Curvenreihen von beUebtgem Index von G» Battaglini, (^Grunerts 
Archiv T. XLI. Heft I. S. 26). 
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84. Polaren eioesPoDctes io Bezug aaf die Curveo 
einer Reihe. Voo welchein Index ist die Reibe der r-ten 
Polaren einen Poncten o, die €anren einer Reihe der «-ten 
Ordnung und wom Index n als Gmndenrren angesehen? das 
heisst, wieviele von diesen Polaren gehen durch einen belie- 
gen Pnnct, z« B. etwa durch den gegebenen Pol o selbst? 

Offenbar gehen nur diejenigen Polaren durch o, deren Fon- 
damentalcurven der Reihe sich in o schneiden. Da dieses nicht 
mehr als ir sind, so haben wir den Satz: 

Lehrsatz IV. Die r-ien Polaren eines öeüeäigen Pun^ 
des in Bemig auf die Curven der n-ten Ordnung einer 
Reihe vom Index n büden eine neue Reihe ebenfalls vom 
Index if, aber von der (n—ryien Ordnung. Die «weite 
Reihe ist der ersten projectivisch. 

a. Anwendung auf ein CurvenbQschel. Für if=l 
entsteht: 

Lehrsatz V. Die r-ten Polaren eines Punctes belogen 
auf die Curven eines Curvenbiischels bilden ein neues, 
dem ersten projectivisches Curvenbüschel*) 

b. Anwendung auf die geraden Polaren einer 
Reihe. Ist r = 11 — 19 so entsteht der Satz: 

Lehrsatz VI. Die geraden Polaren eines Punctes in 
Betug auf die Curven einer Reihe vom Index n werden 
von einer Curve der m-ten Classe umhüllt. 

c. Anwendung auf die geraden Polaren eines Bu- 
sch eis. Hieraus erhalten wir wieder^ wenn wir n=1 setzen: 

Lehrsatz VIl. Die geraden Polaren eines gegebenen 
Punctes in Bezug auf die Curven eines Büschels schnei- 
den sich in demselben Puncte und bilden ein dem Curven- 
büschel projectivisches Stralenbüschel. 

85. Curven einer Reihe, die von einer gegebenen 



*) Bohillier^ Recherches sur ks lois qui r€gis8ent les lignes etc. (An- 
nalcB de Gergonne, t. 18, Nismes 1827 — 1828, p. 256). 
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Geraden berührt werden. Wir wollen jetzt die Reibe näher 
betrachten, welche nach Nr. 84. durch die ersten Polaren eines 
Punctes o bezogen auf die Curven einer Reihe der it-ten Ord- 
nung und vom Index n gebildet wird. Nach Nr. 70. sind nun 
bekanntlich die Durchschnittspuncte einer der Curven der n-ten 
Ordnung mit ihrer entsprechenden ersten Polare die Beruhrungs- 
puncte der durch o an dieselben gezogenen Tangenten. Wen- 
den wir daher, da b^ide Reihen projectivisch sind, auf sie den 
allgemeinen Satz von Jonquieres in Nr. 83. an, so ergibt 
sich das neue Theorem: 

Lehrsatz VIII. Zieht man von einem Puncte o die 
Tangenten an alle Curven einer Reihe der n-ten Ordnung 
vom Index -s, so liegen die Berührungspuncte im Allge- 
meinen alle auf einer Curve höchstens von der k(2« — 1)- 
ten Ordnung, 

Da der Punct o auf n Curven der Reihe liegen muss, so 
wird der Ort der Berührungspuncte natürlich N-mai durch die- 
sen Punct gehen und dort die Tangenten der obigen n Curven 
berühren. Jede Gerade durch o schneidet daher diesen Ort 
noch in 2N(n — I) Puncten, und es gilt also der Satz: 

Lehrsatz IX. Unter den Curven einer Reihe n-ter 
Ordnung und vom Index is berühren im Allgemeinen höch- 
stens Je 2N(n — 1) eine beliebige gegebene Gerade. 

Für N = l kommt man auf den Satz in Nr. 49. zurück. 

86. Ort der Pole einer Geraden in Bezug auf die 
Curven einer Reihe. Welches ist die Ordnung des Ortes 
eines Punctes, für welchen eine gegebene Gerade in Bezug auf 
alle Curven einer Reihe der n-ten Ordnung und vom Index m 
die gerade Polare darstellt? 

Wir brauchen zur Beantwortung dieser Frage nur die Zahl 
der Puncte zu kennen, die auf einer beliebigen Transversale, 
z. B. auf der gegebenen Geraden selbst , diese Eigenschaft be- 
sitzen. Auf dieser Geraden können nun nur diejenigen Pole 
liegen, in denen dieselbe irgend eine Curve der Reihe berührt; 
beachten wir daher noch den letzten Satz, so erhalten wir 
hieraus: 



120 Ä««te* Capäd. ß. 14. 

Lehrsatz X« üer Ort der Poie einer GeraOem m Be- 
mug auf die sämmiOeAen Cmrven einer Reihe der n-ten 
Ordnung vom Index n ist im Allgemeinen eine (kurve kgek- 
stens van der 2h(» — lyten Ordnung. 

Ist K = 1 , %^ gehurt ein Panct o, io Gemäszheit des Satzes 
in Nr. 84 c, dem fraglichen Orte an, wenn seine geraden Pola- 
ren in Bezug anf die gegebenen Cniren sich sammtUch in ei- 
nem Poncte b der gegebenen Geraden schneiden. In diesem 
Falle gehen aber nach Nr. 69 tu die ersten Polaren von h dorch 
a^ und damit ergibt sich der Satz*): 

Lehrsatz XL IHe ersten Polaren eines Punctes in 
Beiug auf die sämmtlichen Curven eines Curvenbüsekels 
n-ter Ordnung bilden ein neues Curvenbüschel. Durch- 
läuft der Pol eine gegebene Gerade, so erzeugen die Ba^ 
sispuncte des %weiten Curvenbüsekels eine Curve der 
'Hn—iyten Ordnung, die gleichseitig der Ort der Pole 
der gegebenen Geraden in Betug auf die sämmtlichen 
Curven des gegebenen Büschels ist. 

87. Ort der Pole, für welche die gerade Polare 
einer Curve und für die einzelnen Curven einer Reihe 
dieselbe ist. Von welcher Ordnung ist der Ort der Puncte» 
welche in Bezug auf eine gegebene Curve der n-ten Ordnung 
und in Bezug auf jede Curve Cm einer gegebenen Reibe vom 
Index M dieselbe gerade Polare haben? 

Um die Aufgabe zu losen, untersuchen wir, wieviele Puncte 
des gesuchten Ortes auf einer beliebigen Transversale liegen. 
Zu dem Ende sei a ein beliebiger Punct der Transversale, A 
die gerade Polare dieses Punctes in Bezug auf Cnl dann ist 
nach dem Obigen (Nr. 86.) der Ort der Pole der Geraden ii in 
Bezug auf die Curven Cm allerhochstens eine Curve der 2u(fn—\y 
ten Ordnung, die natürlich die Transversale in %A{m — 1) Pun- 
cten a' schneidet. Nehmen wir umgekehrt auf der Transversale 
beliebig den Punct a\ so werden die geraden Polaren von a' 
bezogen auf die Curven Cm von einer Curve der M-ten Classe 
umhüllt, welche nach Nr. 81 a- mit der Einhüllenden der (n— I)- 



*) Bobillier, a. a. 0, 
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ten Classe der geraden Polaren der Puncte der Transversale 
in Bezug auf Cn als Fundamentaicurve M(it — 1) gemeinscbaft- 
liehe Tangenten hat. Diese m(ii-~^1) Tangenten sind Polaren 
von eben so viel Puncten a der Transversale in Bezug auf Ca 
als Grundcurve. Jedem Puncte a entsprechen demnach höch- 
stens 2m(w— I) Puncte a* und jedem Puncte a* M(n — l) Puncte 
ö, folglich gibt es nach Nr. 83. höchstens 2m(»» — 1)+M(n — 1) 
Puncte a, welche mit ihren entsprechenden Puncten a' zusam- 
menfallen. Daraus entsteht der Satz: 

Lehrsatz XII. Der Ort eines Punctes, der sowol in 
Bezug auf eine Curve der n-ten Ordnung, als in Bezug 
auf die Curven einer Reihe der m-ten Ordnung und vom 
Index M dieselbe gerade Polare besitzt, ist im Allgemei- 
nen eine Curve höchstens von der M{n + 2m --'^yten Ord- 
nung. 

a. Einflusz der Doppelpuncte und Spitzen. Hat 
die gegebene Ciirve einen Doppelpunct, oder eine Spitze in ä, 
so wird die gerade Polare dieses Punctes in Bezug auf Cn nach 
Nr. 72. unbestimmt. Man kann daher als solche die Tangenten 
an jede der m Curven Cm annehmen^ welche durch d gehen, 
und es wird folglich die Curve der M(n + 2m — 3)-ten Ordnung, 
die wir durch K bezeichnen wollen, M-mal durch jeden Doppel- 
pnnet nnd jede Spitze von Cn gehen. 

b. Einflusz der Spitzen. Ist d ein Ruckkehrpunct der 
Curve Cn, und wenden wir die obige, fü'r eine beliebige Trans- 
versale angestellte Betrachtung auf die Riickkehrtangente T an, 
so sieht man, wenn man beachtet, dasz ßir unsern Fall die Ein- 
hüllende der geraden Polaren der Puncte von T fiir die Curve 
Cn nach Nr. 8^ a. von der (n — 3)-ten Classe ist, dasz also jedem 
Puncte a' M(fi — 3) Puncte a entsprechen werden; dasz die 
Tangente T auszer im Puncte d die Curve IT noch in M(n-f2m~5) 
Puncten schneidet, dasz also der Punct d für 2m Durchschnitts- 
puncte der Linien K und T gilt. In d sind folglich nach Nr. 32. 
3m Durchschnittspuncte der Curven K und Cn vereinigt, 

c. Zahl der Curven der Reihe, welche die gege- 
bene Curve berühren. Hieraus folgern wir, dasz, wenn die 
gegebene Curve Cn S Doppelpuncte und x Rückkehrpuncte be- 
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sitzt, sie voD K in noch weiteren m { ii(ii-|-2ii» — 3) — 2d — 3x\ Pon- 
cten geschnitten wird. Diese sind aber der Definition der Car- 
▼en K gemäsz die Puncte, in denen Cn von den Curven der 
gegebenen Reihe berührt wird, and es gilt daher der Satz: 

Lehrsatz XIII. In einer Reihe m-ter Ordnung und 
vom Index m gibt es im Allgemeinen höchstens 

M[n(ii + 2»» — 3) — 25 — 3x] 

Curven, welche eine gegebene Curve der n^ten Ordnung 
berühren, die 8 Doppelpuncte und x Spitzten enthält*). 

d. Zahl der Tangenten von einem Puncte an eine 
Corve. Für M = i7t=l entsteht hieraus: 

Lehrsatz XIV. Die Zahl der Tangenten, welche man 
von einem gegebenen Puncte an eine Curve n-ter Ordnung 
mit ö Doppelpuncten und % Spit%en %iehen kann, ist gleich 

n(ii— 1)— 25— 3x. 

Dies Resultat erhielten wir schon in Nr. 74 c. 

88. Doppelpuncte der Curven eines Buscheis. 
Wieviel Curven eines Curvenbüschels iTi-ter Ordnung haben 
einen Doppelpunct? 

Zur Beantwortung der Frage nehmen wir beliebig drei 
Puncte o, 0', o" an, die nicht in gerader Linie liegen. Die 
ersten Polaren dieser Puncte in Bezug auf die Curven des ge- 
gebenen Büschels erzeugen nach Nr. 84a. drei weitere projecti- 
vische Curvenbüschel der {m — l)-ten Ordnung, wenn wir nur 
als correspondierende Curven dieser drei Büschel diejenigen 
Polaren' der drei Puncte 0, o\ 0** betrachten, welche derselben 
Curve des gegebenen Büschels entsprechen. Hat nun eine der 
gegebenen Curven einen Doppelpunct, so schneiden sich nach 
Nr. 73. in ihm die drei sich entsprechenden Polaren von 0, O' 
and o*''^ die Doppelpuncte des gegebenen Curvenbüschels sind 
also diejenigen Puncte der Ebene, durch welche drei entspre- 
chende Curven der drei projectiviscben ersten Polarenbüschel 
hindurchgehen. 



*)» Bischof/, Einige Sätze über die Tangenten algebraischer Ourven, 
(jCrelle^ Borehardts Journal, T. 56. Berlin, Reimer. 1859, S. 172). — 
Jonquihres^ Th^r^es g^€ratu^ etc., p. 120. 
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Nun erzeugen das erste und zweite Polaren bäschel durch 
die Durchschnittspuncte der entsprechenden Gurven nach Nr. 50. 
eine Curve der 2(m — l)-ten Ordnung; eine zweite Curve der- 
selben Ordnung erzeugen das erste und dritte Polarenbuschel. 
Beide Curven gehen durch die {m-^iy- Basispuncte des ersten 
Polarenbüschels, sie schneiden sich also noch in 3(m — 1)^ 
Puncten, welche offenbar die gesuchten sind. Das gibt: 

Lehrsatz XV. Die Curven eines Curvenbiisckels m-ter 
Ordnung enthalten Z{m — 1)^ Doppelpuncte. 

a. Einfiusz eines gemeinschaftlichen Beruh- 
rungspunctes der CTirven des Büschels. In einem der 
oben angenommenen Puncte o mögen sich jetzt die sämmtiichen 
Curven des Büschels berühren. Dann hat nach Nr. 47. eine 
von ihnen, etwa Cm» in diesem Puncte einen Doppelpunct; 0* 
liege auf der gemeinschaftlichen Tangente des Büschels, und 
.0** sei beliebig angenommen. Nun gehen nach Nr. 71. alle erste 
Polaren von o bezogen auf die sämmtiichen Curven des Bü- 
schels durch o und berühren in ihm die Gerade oo', und eine 
derselben, diejenige nämlich, welche der Curve Cm entspricht, 
hat nach Nr. 72. in o einen Doppelpunct. Auch die Polaren von 
o* gehen nach Nr. 70. sämmtlich durch o, von den Polaren des 
Punctes 0** aber enthält nach Nr. 73. nur diejenige den Punct 
0, welche der Curve Cm entspricht. 

Die Polaren von o und von o' erzeugen nach Nr. 52a. eine 
Curve der %m — l)-ten Ordnung, für welche o ein Doppelpunct 
und 00* eine der beiden Tangenten dieses Punctes darstellt. 
Ebenso erzeugen die Polaren von o und o** eine zweite Curve 
der 2(m — l)-ten Ordnung, die nach Nr. 51 6. ebenfalls zweimal 
durch geht. Der Punct 0, der für beide Curven der 2(»i— 1)- 
ten Ordnung ein Doppelpunct Ist, gilt daher für vier Durch- 
schnittspuncte. Da nun in o die Polaren dieses Punctes ein- 
ander berühren, so sind die weiteren Basispuncte des von ihnen 
gebildeten Büschels noch (»} — 1)^ — 2. Auszer diesen Puncteo 
und dem Puncte o schneiden sich die Curven der 2(m — l)-ten 
Ordnung daher noch in 

4(w - 1)«— 4 — [(m — 1)«^2] = 3(w— 1)2— 2 

Puocten. Daher der Satz : 
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Lehrsatz XVI. Berühren sich die Curven eines Bü- 
schels sämmtlich in einem Puncte o, so gilt dieser für 
%wei der Dappelpuncte des Büschels. 

b. Einflusz eines Ruekkehrpunctes einer beile- 
gen Curve des Buscheis. Ist nun o für eine der Curven 
des Büschels, etwa Cm» eine l^pitze, nehmen wir ferner o* auf 
der Rückkehr tangente an und für o" einen beliebigen andern 
Puncto so bilden die ersten Polaren von in Bezog auf die 
gegebenen Curven ein zweites Curvenbüschel, in welchem die 
Polare in Bezug auf Cm nach Nr. 72. ebenfalls eine Spitze in 
o mit der Rückkehrtangente 00* hat. J)ieser Curve entspricht 
in dem Polareobüschel von 0' eine Curve, welche nach Nr. 78a. 
ebenfalls zweimal durch o geht> und im Polarenbüschei von o" 
eine Curve, welche nach Nr. 74c. durch o geht und in ihm 00' 
berührt. Folglich hat die durch die beiden ersten Polarenbü- 
schel erzeugte Curve der 2(m — I)-ten Ordnung nach Nr. 51/. 
in o einen Doppelpunct. Auszerdem erzeugen das erste und 
dritte Polarenbüschel nach Nr. 51 g, eine zweite Curve derselben 
Ordnung, welche einfach durch o geht und dort die Gerade 
00' berührt. Diese beiden Curven haben daher in o zwei zu- 
sammenfallende Durchschnittspuncte, und es bleiben daher, wenn 
wir von den {m — 1)^ Basispuncten des ersten Büschels absehen, 
noch 3(w — 1)* — 2 Durchschnittspuncte übrig. In diesem Falle 
haben wir also folgenden Satz: 

Lehrsatz XVII. Hat eine Curve eines Büschels einen 
Rückkehrpunclf so %ählt dieser für zwei der Doppelpuncle 
des Büschels. 

c. Die Curven des Büschels berühren sich sämmt- 
lich, und der Berührungspunct ist für eine derselben 
eine Spitze. Wir setzen endlich voraus, dasz alle Curven 
des Büschels durch gehen, und dieser Punct für Cm eine 
Spitze bilde. Wir nehmen o' auf der Rückkehrtangente und 
0" auf der Geraden, welche in alle anderen Curven des Bü- 
schels berührt. Die Polaren von o gehen dann sämmtlich durch 
diesen Punct und berühren in ihm nach Nr. 7L die Tangente 
OO'y aber eine von ihnen, nämlich die, welche Cm entspricht, 
hat nach Nr. 72. in o ebenfalls eine Spitze mit der Rückkebr- 
tangente 00'. Die Polaren von 0" gehen nach Nr. 70. eben- 
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falls sämmtlich darch Oy und eine unter ihnen^ die der Curve 
Cm entspricht, berührt nach Nr. 74c. in die Gerade 00' . Un- 
ter den Polaren von O* geht endlich nur eine einzige, nämlich 
die, welche Cm entspricht, durch Oy aber sie hat in o nach 
Nr. 78 a. einen Doppelpunct. Folglich hat die durch die Pola- 
renbüschel von O und O" erzeugte Curve der 2(m— ])-ten Ord- 
nung nach Nr. 52a. in einen Doppelpunct mit oo' und oo** 
als Tangenten, dagegen hat die durch die Polaren buschel von 
und o' erzeugte zweite Curve der 2(i7i — l)-ten Ordnung nach 
Nr. 51c. in o eine Spitze mit der Rückkehrtangente oo\ Alles 
in Allem haben also die beiden so erhaltenen Curven in o ei- 
nen Doppelpunct und die Tangente 00' gemein, das heiszt nach 
Nr. 32., in o sind fünf ihrer Dnrchschnittspuncte vereinigt. 
Auszer dem Puncte o, in dem sich alle Polaren des ersten 
Büschels berühren, und den übrigen {m — 1)^ — 2 Basispuncten 
dieses Büschels bleiben also noch 3(m — 1)^ — 3 Durchschnitts- 
puncte der beiden Curven %m — l)-ter Ordnung übrig. Daher 
hat man den Satz: 

Lehrsatz XVIII. l$t ein gemeinschaftlicher Punct 
sämmtlicher Curven eines Büschels und für eine dersel- 
ben eine Spitze, so %ählt ei' für drei der Doppelpuncte 
dieses Büschels. 

d. Die Curve von Steiner. Wenden wir den allge- 
meinen, am Anfange dieser Nummer bewiesenen Satz auf das 
in Nr. 77. betrachtete erste Polarenbüschel der Puncte einer 
Geraden an, alle Polaren auf dieselbe Curve der n-ten Ordnung 
Cn beziehend, so haben wir den Satz: 

Lehrsatz XIX. Auf Jeder Geraden gibt es 3(n— 2)« 
Puncte, von denen jeder in Bezug auf eine gegebene Curve 
n-ter Ordnung zur ersten Polare eine Curve mit einem 
Doppelpunct hat. 

Nehmen wir nun noch auf den Satz in Nr. 78. Rücksicht, 
so läszt sich der letzte Satz auch so faszen: 

Lehrsatz XX, Der Ort der Pole der ersten Polaren, 
welche einen Doppelpunct besitzen, in Bezug auf eine Curve 
n-ter Ordnung, oder auch der Ort der Durchschnittspuncte 
der Paare von Geraden, welche conische Polaren bilden, 
ist eine Curve der 3(ii — 2)*-^^ Ordnung. 
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Diesen Ort nennen wir die Curve von Steiner*) der 
Fu nd amcotalcurve. 

e. Einflusz einer Spitze der Grundcurve auf die 
Gurve von Steiner. Hat die Fundamen taicurve in d eine 
Spitze, so ist nach Nr. 78«. jeder Punct der Rückkehrtangente 
der Pol einer ersten Polare, die in ä einen Doppelpunct besitzt. 
In diesem Falle ist also die Ruckkehrtangente ein Teil der 
Curve von Steiner. 

89. Weitere Eigenschaften der Doppelpuncte des 
Buscheis. Die gerade Polare eines festen Punctes in Bezug 
auf die Curven eines Buscheis gehen nach Nr. 84 c. sammtlich 
durch einen zweiten festen Punct. Betrachten wir nun eine 
Curve des Buscheis, die in ä einen Doppelpunct hat« so ist 
die gerade Polare dieses Punctes nach Nr. 72. unbestimmt, es 
müszen daher die geraden Polaren von d in Bezug auf sSmmt- 
liehe übrige Curven des Büschels in eine einzige Gerade zu- 
sammenfallen, und darin liegt der Satz: 

Lehrsatz XXI. Jeder Doppelpunct der Curven eines 
Curvenbüschels hat für jede Curve des Büschels dieselbe 
gerade Polare. 

Hieraus folgt mit Bezug auf Nr. 86. : 

Lehrsatz XXII. Der Ort der Pole einer Geraden in 
Beaug auf sämmliche Curven eines Curvenbüschels der 
m-ten Ordnung ist eine Curve der 2(m — lyten Ordnung 
und enthält sämmtliche 3(«i— 1)* Doppelpuncte des Cur- 
venbüschels. 

Ebenso entsteht aus Nr. 87. : 

Lehrsatz XXIII. Der Ort der Puncte^ weiche in Be- 
zug auf eine gegebene Curve Ca und auf die eiw^elnen 
Curven Cm eines Curvenbüschels dieselbe gerade Polare 
haben, ist eine Curve der (n+2»i— 3)-/^n Ordnung, die 
ebenfalls durch sämmtliche 3(m — 1)^ Doppelpuncte des 



"^ Nach dem Namen des grossen deutschen Geonetera, der sie, soviel 
ich weisz, zuerst betrachtete. 
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Büscheis geht. Aus%er diesen Puncten Hegen auf der Curve 
der (n + 2m — ^)'ien Ordnung niie Puncie^ in denen Ca 
von irgend einer Ourve Cm des Büscheis berührt wird. 

Als speciellen Fall hat man hieraus: 

Lehrsatz XXIV. Wird eine Gerade von 2(i»--l) Cur- 
ven eines Carvenbüscheis der m-ten Ordnung berührty so 
Hegen die 2(»i— 1) Berührungspuncte, sowie die 3(m—l)^ 
Doppelpuncte des Büschels auf einer Curve der 2(m — 1)- 
ten Ordnung, dem Ort der Pole der gegebenen Geraden 
in Bezug auf die sämmtlichen Curven des Büschels. 

90. Ort der ßerührungspuncte der Curven zweier 
Büschel. Von welcher Ordnung ist der Ort der Berührungs- 
puncte der Curven zweier Curvenbuschel der m*ten und I7»|-ten 
Ordnung? 

Zunächst ist es klar, dasz der gesuchte Ort durch säramt- 
liehe nfi'\-mi^ Basispuncte der beiden Büschel gehen musz. 
Denn ist a ein ßasispunct des ersten Büschels ^ so geht durch 
ihn eine Curve des zweiten Büschels. Zieht man nun die Tan- 
gente an diese Curve, so gibt es nach Nr. 46. eine Curve des 
ersten Büschels^ welche diese Gerade in dem nämlichen Puncte 
berührt. Beachten wir nun noch, dasz jede Curve des ersten 
Büschels von den Curven des zweiten Büschels nach Nr. 87. in 
m{n-\-^mi—2) Puncten berührt wird, so wird jede Curve des 
ersten Büschels auszer den m^ Basispuncten noch i»(iii-f2mi— 3) 
Puncte des gesuchten Ortes enthalten, das heiszt im Ganzen 
»l(2«»+2mi— 3). Der gesuchte Ort ist daher von der [2(»i+i»,)— 3J- 
ten Ordnung. Er geht nicht nur durch die Basispuncte beider 
Büschel, Sondern auch durch ihre 3(m — l)* + 3(mi — 1)* Dop- 
pelpuncte (S.Nr. 88.), denn jeder dieser Puncte gilt für %wei 
Durchi^chnittspuncte der Curven des einen Büschels mit einer 
Curve des Zweiten. Somit haheti wir den Satz: 

Lehrsatz XXV. Die Berührungspuncte der Curven 
zweier Curvenbuschel von der m-ten und nii-ten Ordnung 
liegen auf einer Curve der [2(i» + mi)— 3]-/^n Ordnung, 
welche durch die Basispuncte und die Doppelpuncte beider 
Büschel hindurchgehl. 

a. Die Curve von Hesse einer Fundamentaicurve. 
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Die beiden Curveobuschel nehmen wir jetzt als erste Polaren- 
bfischel för eine gegebene Cnrve Cn ii-ter Ordnnng aU Gmnd- 
curve an, und setzen also m=^mi = n — 1. Die Basispuncte 
der beiden Büschel sind nach Nr. 77. die Polaren von zwei 
Geraden, sie liegen also nach Nr. 69a. alle auf der ersten Po- 
lare des Durchschnittspunctes dieser beiden Geraden. Beide 
Büschel haben daher in diesem Falle eine Cnrve gemein, die 
offenbar einen Teil des oben nachgewiesenen Ortes ausmacht. 
Sehen wir von derselben ab, so bleibt als Ort der Beruhrungs- 
puncte der Curven des einen Buscheis mit denen des anderen 
eine Curve der Ordnung 

4(«-l)-^3~(ii—l) = 3(11-2) 

übrig, die durch die Doppelpuncte der gegebenen Büschel geht. 
Diese Curve der 3(fi — 2)-ten Ordnung bleibt dieselbe, wenn 
man für die beiden betrachteten Polarenbüschel andere derar- 
tige einführt. Denn, da alle erste Polaren, die durch einen 
gegebenen Punct geben, nach Nr. 77«. noch (n — 1)* — 1 gemein- 
schaftliche Puncte haben und ein Curveobuschel bilden, so 
müszen, wenn sich zwei erste Polaren in diesem Puncte be- 
rühren, alle andern ebenfalls in ihm die Tangente gemein haben. 

Hieraus folgern wir, dasz der Ort der Berübrungspuncte 
zweier erster Polaren die Doppelpuncte sammtlicher erster Po- 
iarenbüscbel enthält und also mit Bezug auf Nr. 78. auch der 
Ort der Pole derjenigen conischen Polaren ist, welche sich in 
zwei Gerade auflosen, das heiszt, wir können den Satz aus* 
sprechen : 

Lehrsatz XXV i. Der Ort der Berührungspuncte der 
ersten Polaren in Be%ug auf eine gegebene Curve n-ter 
Ordnung ist eine Curve derZin — ^yten Ordnung, die sich 
auch als Ort der Doppelpuncte der ersten Polaren^ oder 
als Ort der Pole definieren läszt, deren conische Polaren 
ein Paar gerade Linien bilden. 

Dieser Curve geben wir den Namen Curve von Hesse 
der Fundamentaicurve, weil sie die geometrische Interpretation 
einer Covariante darstellt, welche Sylvester mit dem Na- 
men a Hessian (nach dem Namen ihres Entdeckers Hesse) 
belegt hat, nämlich die Determinante aus den zweiten partiellen 
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Diiferentialquotienteii einer gegebenen homogenen Form dreier 
Variablen*). 

b. Andere Erklärung der Hes9eschen Curve. Die 
Puncte> in denen sieb die ersten Polaren zweier Poncte o und 
o' schneiden, sind nach Nr. 77. die Pole der Geraden 00'; die 
Beruhrungspuncte zweier erster Polaren bilden daher je zwei 
zusammenfallende Pole von oo\ Nennen wir nun fiir das Folgende 
die (n — 1)^ Pole einer und derselben Geraden verbundene Pole 
(poli congiunti), so können wir auch sagen. 

Lehrsatz XXVII. Die Curve von Hesse ist der Ort 
der Pole, welche mit einem ihrer verbundenen Pole %usam' 
menfallen. 

c. Indicatricen eines Pnnctes. Nennen wir ferner /n- 
dicatricen eines Punetes das System der beiden Tangenten, 
welche man von ihm aus an seine conische Polare legen kann, 
so entsteht folgende weitere Definition: 

Lehrsatz XXVIH. Die Fundamentalcurve bildet mit 
der Hesseschen Curve zusammen den Ort der Puncte, de- 
ren Indicatricen sich auf eine eintige Gerade reducieren. 

91. Gemeinschaftliche ßeriihrungspunete der 
Curven dreier Böschel. In wieviel Puncten berühren sich 
die Curven dreier Curvenbüschel der m|-ten, m^-ten, m^-ien 
Ordnung zu drei und drei? 

Die Beruhrungspuncte der Curven der ersten beiden Büschel 
zu zwei und zwei bilden nach Nr. 90. eine Curve der [2(^1 ^m^ 
— 3]-ten Ordnung, und dem analog bilden die Beruhrungspuncte 
der Curven des ersten und dritten Buscheis zu zwei und zwei 
eine zweite Curve der [2(m|-fm3) — 3]-ten Ordnung. Diese 
beiden Curven haben nun die Basispuncte und die Doppel- 
puncte des ersten Büschels gemein, das heiszt mi^-|-3(in| — 1)' 



*) Sylvester^ On a tkeory of tke syzygetic relaiions of tow rational 
integral ßtnctions, (Philosophical transactionfl, voLl43, part 3, London, 
1853. p. 545.) 

Cremona, Ebene Cmven. g 
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PttBcte, die mit der Aufgabe oicbts za tan habeo^ sie sehneideii 
sich aber auszerdem ooch in anderen 

[2(«ii+»i>)--.31[2(»i,+»i3)~3]-[mi« + 3(»ii-l)^] 
=:4(mi.i9ia-f»ia.in8-f m3.1n1)— 6(ini-fm2-fi9i3— 1) 

PoDcten, und dieses ist die gesuchte Zahl. 

a. EinbülleDde der Tangenten in den Berührungs- 
puncten zweier Büschel. Ist »i = l, so entsteht: 

Lehrsatz XXIX. Die gemeinschitftlichen Tangenten 
der Punctey in denen sich die Curven zweier Büschel der 
nii'ten und tn^-ten Ordnung berühr en, werden von einer 
Curve der [4»i|. 171.2 — 'i(i»i -{^m^\-ten Glosse umhüllt. 

ö> Einhüllende der gemeinschaftlichen Tangen- 
ten der ersten Polaren einer Curve. Sind die Curven 
beider Büschel erste Polaren in Bezug auf dieselbe Curve Cm 
der n-ten Ordnung, das heiszt, ist m^ =:m2 = n — 1, so haben 
nach Nr. 90 a. die beiden Büschel eine Curve gemeip» die von 
der (n — l)-ten Ordnung, also nach Nr. 70. von der (11— l)(n— 2)- 
ten Classe ist Diese Curve gehurt nun offenbar zu der eben 
betrachteten Einhüllenden« und diese besteht demnach auszer- 
dem noch aus einer Curve der 3(ii — ])(fi — 2)-ten Classe. Damit 
ergibt sich der Satz: 

Lehrsatz XXX. Die gemeinschaftlichen Tangenten in 
den Berührungspuncten der ersten Polaren in Beutg auf 
eine Curve n-ter Ordnung werden von einer Curve der 

3(o — l)(fi - 2)'ten Classe umhüllt *). 



§. 15. 
üeometriselie Metee* 

92. Erklärung eines Netzes; dieHessesche Curve 
eines Netzes. Das vollständige System von Curven m-ter 



*) Steiner, a. a, 0., S. 4^6. 
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Ordnung» die ^»(fli-f 3)— 2 gememscbaftiichen Bedingungen ge. 
nugen« nennen wir ein geometrischem Iiei% der m^ien Ordnung, 
wenn darch zwei weitere beliebig gewählte Punote nur eine 
einzige Corve des Systems hindurchgeht» das heiszt» wenn die 
Gurven des Systems, welche durch einen und denselben Punct 
gehen, ein Cnrvenböschel bilden*). 

So bilden z. B* die ersten Polaren für eine gegebene Curve 
der ii-ten Ordnung als Grundcurve nach Mr. 77 n.. ein geonie- 
trisches Netz der (n — l)-ten Ordnung, und es laszen sich auch 
viele Eigenschaften dieser Polaren ganz auf die nämliche Weise 
für ein beliebiges Netz beweisen. 

Nach Nr. 77 a. bestimmen zwei CurvenbSschel »i-ter Ord- 
dnungy welche eine Curve gemein haben, oder drei Curven 
m-ter Ordnung, die nicht durch dieselben m^ Puncte gehen, 
ein geometrisches Netz i»-ter Ordnung. 

Der Ort der Puncte, in denen sich zwei Curven eines Netzes 
der m-ten Ordnung, also auch noch eine unbegrenzte Zahl an- 
dere, berühren^ ist eine Curve der 3(»i--])-ten Ordnung. Diese 
Curve, die man die Heseeeche Curve des Nei%es nennen kann, 
ist nach Nr. 90 a. gleichzeitig der Ort der Doppelpuncte der 
Curven des Netzes. 

Die gemeinschaftlichen Tangenten in den Beriihrungspuncten 
der Curven des Netzes werden nach Nr. 91 b. von einer Curve 
der Zm{m — l)-ten Classe umhüllt. 

a. Einflusz eines allen Curven des Netzes ge- 
meinschaftlichen Puncte s. Angenommen, alle Curven eines 
Netzes hätten einen Punct a gemein, und es sei a' der zu a 
unendlich nahe Punct einer Geraden Ay die durch a gezogen 
ist, 60 gehen eine unbegrenzte Zahl von Curven durch a\ be- 
rühren also die Gerade A im Puncte a, und bilden In ihrer 
Gesammtheit ein Curvenbuscbel. Ziehen wir nun eine zweite 
Gerade Ai durch a» und ist in ihr üi der unendlich nahe Punct 
von n, 80 gibt es mir eine einzige Curve des Netzes, welche 
gleichzeitig durch a* und a^ gebt, die also in a einen Doppel- 
punct besitzt Hierausfolgt: 



.*) Möhinx, a, a, 0., S. 266. — Steiner^ h, a. 0.. S. 5. 

9* 
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Lehrsatz L Haben Me Cmnen eimts IMsses sämmtlMk 
einen Funet pemein^ so iet dereeVbe ßtr eine dieser Cmr- 
Pen ein Dojfpeiyynei, tmd diejenigen iJnrven, weieke in die- 
sem Jhmete dieseibe Gerade berühren, bilden ein Cnrven- 
büeekei. 

b. Eioflosz einer gemeinscbraftlichen TangeDte im 
gemeioachaftichen Poncte. Wir Dehmen weiter an, es 
berfihrten alle Corven eines Netzes in einem und demselben 
Poncte a dieselbe Gerade 7. Zieht man eine zweite beliebige 
Gerade A durch a, bo existieren immer eine unbegrenzte Zahl 
▼on Cnnren des Netzes, die durch den zo a unendlich nahen 
Pnnct won A gehen, und die Gesammtbeit dieser Curven bildet 
ein Conrenbfischel. Alle Cnrren dieses Büschels werden von T 
und von A in je zwei mit a zasammeniallenden Poncten geschnit- 
ten, dieser Pnnct ist daher für alle ein Doppelpunct, so dass 
also das Bfiscbel dasselbe bleibt, wenn man A sich um a dre. 
hen iSszt. Unter den Cnnren dieses Buscheis sind nach Nr. 48. 
zwei, f&r welche a ein Ruckkehrponct ist, und von diesen hat 
eine gleichzeitig die Gerade T zur Rückkebrtangente. Diese 
letzte Curve ist dadurch gegeben , dasz sie T in drei und A in 
zwei mit a zusammenfallenden Pnncten schneiden musz. 

93. Die Jacobische Curve dreier Curven. Wir be- 
stimmen zunächst den Ort der Punete^ deren gerade Polaren in 
Bezug auf drei Curven C, C, C bezüglicb von der m-ten, m'-ten, 
m'^-ten Ordnung sich in einem Puncte schneiden, das heiszt 
mit andern Worten nach Nr. 69 a» den Ort der Puncte, in denen 
sich die ersten Polaren eines und desselben Punctes in Bezug 
auf die drei gegebenen Curven schneiden. Zu dem Ende ziehen 
wir durch einen beliebigen festen Pnnct o eine beliebige Trans« 
versale L und bestimmen die Puncte, in welchen sieh je drei 
erste Polaren eines und desselben Punctes von L schneiden. 
Laszen wir dann diese Gerade L sich um o drehen, so erhal- 
ten wir auf diese Weise alle Puncte des gesuchten Ortes. 

Die ersten Polaren der Puncte von L in Bezug auf C und 
O bilden nun nach Nr. 77. zwei projectivische CurvenbüscbeL 
Die entsprechenden Curven, das heiszt die Polaren eines und 
desselben Punctes von L, schneiden sich daher in den Pnncten 
einer Curve JT der (m-t-m'— 2)-ten Ordnung, welche durch die 
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Basispuncte beider Büschel hindurchgeht. DJe Basis des ersten 
Büschels erhalten wir dabei durch die (m — 1)^ Durchschnitts- 
puncte der ersten Polare von o in Bezug auf C mit einer be- 
liebigen andern ersten Polare eines Punctes von L in Bezug 
auf dieselbe Curve. 

Wir haben somit eine Curve JT bestimmt, die der Ort der 
Puncte ist« in welchen sich die zwei ersten Polaren eines be- 
liebigen Punctes von L in Bezug auf die Curven C und C 
schneiden. 

Jede Gerade L, die wir durch o ziehen, individualisiert eine 
solche Curve K', von allen diesen Curven geht aber nur eine 
einzige durch einen beliebigen Punct p. Denn sollen durch p 
die ersten Polaren für C und C als Grundcurven hindurchgehen, 
so ist der Pol derselben nach Nr. 69 a. der Durchschnittspunct 
p' der beiden geraden Polaren von p; p' bestimmt nun die Ge* 
rade X, die durch o geht, und diese Gerade endlich die Curve 
K*9 welche durch p geht. Laszen wir also L sich um o drehen, 
so erzeugt nach Nr. 41. die Curve K* ein Curven büschel. 

Substituieren wir für die Curve C* die dritte C"» so erzeugt 
die Gerade L auf dieselbe Weise eine Curve ÜT" der (i»+m"— 2)- 
ten Ordnung, welche durch dieselben (m — l)^ Basispuncte des 
ersten Büschels geht, das schon zur Erzeugung der Curve K' 
diente. Durch Drehung von X um entsteht nun ein entspre- 
chendes Curvenbüschel von Curven JT". Die beiden Büschel, 
die durch K* und K" erzeugt werden, sind unter einander pro- 
jectivisch, da jedes derselben dem Stralenbüschel, das durch 
die durch o gelegten Geraden L entsteht, projectivisch ist, und 
folglich erzeugen beide Büschel bezüglich von der (m-F^i'— 2)- 
ten und (»i + i»" — 2)-ten Ordnung nach Nr. 50. eine Curve der 
(2m-i^m*+ni'* — 4)*ten Ordnung. Nun haben aber immer je zwei 
correspondierende Curven K* und K" (w— 1)* Puncto gemein, 
die in einer festen Curve der (m — l)-ten Ordnung liegen, nSm- 
lieh auf der ersten Polare des Punctes in Bezug auf C. Die 
übrigen 

(m + m'—%(m + «i"— 2) — {m - 1)* 

gemeinschaftlichen Puncte der homologen Curven K* und f 
erzeugen also nach Nr. 50a. eine Curve von der Ordnung 
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Diese ist offenbar der gesuchte Ort. 

Diese Cur^e nennen wir im Folgenden die Curve von 
Jacobi für die drei gegebenen Curx^en*). 

Gehen die drei Curven durch denselben Punct a, so gehen 
die geraden Polaren dieses Panctes alle durch denselben; ha- 
ben also drei Gurven C, C'^ C** allen dreien gemeinschaftliche 
Puncte, so sind diese auch Puncte ihrer Curve von Jacobi, 

Hat eine der drei Curven, z. B. C'*, einen Doppelpunct d, 
80 ist nach Nr. 72. die gerade Polare dieses Punctes in Bezug 
SLVtf C*' unbestimmt, man kann dann also för sie die Gerade 
annehmen 9 welche d mit dem Durchschnittspunct der beiden 
geraden Polaren dieses Punctes in Bezug auf die beiden Übri- 
gen Curven C und C verbindet. Daraus folgt dann, dasz die 
Jacobische Cmxv^ durch die Doppelpuncte der drei gegebenen 
Curven g6ht. 

94. Speclelle Fälle der Jacobischen Curve« Neh- 
men wir tnf = fnf\ das heiszt also zwei der gegebenen Curven 
von derselben Ordnung an^ so ändert sich die Curve von Ja- 
cobi in diesem Falle nicht, wenn man an die Stelle der obigen 
Cnrven andere Curven des Büschels setzte das sie zusammen 
bestimmen. Dies ist augenblicklich klar, da die Jacobische 
Curve der Ort der Puncto ist, durch welche drei erste Pola- 
ren Rir denselben Pol gehen, und da nach Nr. 84a. die ersten 
Polaren eines und desselben Poles in Bezug auf alle Curven 
eines Büschels ein neues Büschel bilden, und folglich alle durch 
dieselben Puncte gehen. 

In diesem Falle kann man die Jacobische Curve noch auf 
eine zweite Art definieren. Ist nämlich p ein Punct derselben, 
so gehen die drei ersten Polaren dieses Punctes in Bezug auf 
die drei gegebenen Curven durch denselben Punct p'\ p' ist 
aber der Punct, durch welchen nach Nr. 84 c. alle geraden Po- 
laren von p in Bezug auf iüle Curven des Büschels (C'C) 
gehen, folglich ist die gerade Polare von p in Bezug auf C 



*) S^lve8t€r, a. tt. 0., p. 546. 
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auch die gerade Polare desselben Punctes ia Bezog auf eine 
Curve des eben erwähnten Büschels« Man kann daher sagen: 
die Curve von Jacobi für die drei gegebenen Gurven ist der 
Ort eines Punctes, der in Bezug auf C und in Bezog auf irgend 
eine der Corven des Busch eis (C'C*) dieselbe gerade Polare 
hat. Diesen Ort haben wir aber schon oben in Nr. 87. be- 
stimmt. 

95. Die Cürve von Hesse für ein geometrisches- 
Netz. Es sei jetzt m^^th* =im*\ das heiszty es seien alle 
drei Curven von der nämlichen Ordnung. Zwei beliebigen von 
ihnen können wir nach Nr. 94. zwei andere Curven des von 
ihnen erzeugten BOscIicIs substituieren, das heiszt, wir können 
fär alte drei Curven drei beliebige Curven des von ihnen nach 
Nr. 92. bestimmten Netzes substituieren, wenn dieselben nur 
nicht ein und demselben Curvenbuschel angeboren, ohne dasz 
die eotsprechende Curve von Jacobi sich im Geringsten än- 
dert. Das gibt' in Verbindung mit Nr. 93. den Satz: 

Lehrsatz II. Der Ort der Pole, deren gerade Polaren 
in Be%ug auf die Curven eines Net%es der m'-ten Ordnung 
sämmtUch durch denselben Punct gehen, ist eine Curve der 
3(»»— 1 yten Ordnung und geht durch sämmtliche Doppel' 
puncte der Curven des Net%es. 

In unserem Falle ist daher nach Nr. 92. die Jacobische 
CoTve mit der von Hesse für das Netz identisch, daraus haben 
wir also eine neue Definition der Curve von Hesse Rlr ein 
geometrisches Netz. 

Wir wollen im Folgenden noch die beiden Fälle etwas näher 
untersuchen, dasz erstens die Curven des Netzes sich sämmt» 
lieh in einem Puncte schneiden, und dasz sie zweitens sich in 
diesem Poncte sämmtlich berühren. Im ersten Falle ist es 
erlaubt, als eine der drei Curven, welche das Netz bestimmen, 
diejenige zu wählen, für welche nach Nr. 92a. der gegebene 
Punct ein Doppelponct ist, und im zweiten diejenige Curve, 
für welche nach Nr. 926. der gegebene Punct eine« Spitze bil* 
det, und die gemeinschaftliche Tangente aller Curven die Rück« 
kehrtangente Ist. 

96. Netz, dessen einzelne Curven durch densel- 
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beo Ponct gehen. Es seien also xoerst drei Carvea C, C, 
C* von derselben Ordnung m gegeben. Sie haben einen Ponct 
f^enieiny und derselbe sei lur C" ein Doppelpnnct. In ihn ver- 
legen wir den Pol o, von dem wir In Nr. 93. bei der allgemei- 
nen Untersochnng der Corvo JaeobiM Gebranch machten. 

a. Bestimmung der Cnrven K*. Die ersten Polaren 
des Punctes o in Bezog auf C und C gehen durch diesen 
Ponct selbst hindurch, folglich enthält nach Nr. 93. die Curve 
K' für jede Lage von L eben diesen Ponct. 

Die Curve K\ welche einer bestimmten Lage von L ent- 
spricht, bleibt unverändert, wenn man für C und C zwei belle* 
bige andere Curven des durch sie bestimmten Büschels substi« 
tuiert. Wir nehmen nun für C die Corvo (7^ welche in o die 
Gerade L berfibrt Dann enthalten alle erste Polaren der Puncte 
von L in Bezug auf C^ nach Nr. 70. den Punct 0. Durch o 
geht aber auch die erste Polare von o in Bezug auf C"; es 
ist daher nach Nr. 51 a. die Tangente der Curve K* in o die- 
jenige Gerade, welche in diesem Puncte die erste Polare von 
o in Bezug auf C^ berflhrt, das heiszt die Gerade L. Gehen 
also die beiden Curven derselben Ordnung C und C durch 0, 
so geht auch K* durch o und berührt daselbst diejenige Gerade 
Li dcfren entsprechende Curve sie ist. 

b. Bestimmung der Curve K'\ Da O für C*' ein Dop- 
pelpunct ist, so geben nach Nr. 74c. alle erste Polaren der 
Puncte von L in Bezug auf sie selbst als Grundcurve durch o 
und berühren in diesem Puncte ein und dieselbe Gerad L\ den 
conjugierten harmonischen Stral von L in Bezug auf die beiden 
Tangenten des Doppelpunctes von €**• 

Nach Nr. 93. wird die Curve K** durch zwei projectivische 
Curvenböscbel erzeugt, das eine bestehend aus den ersten 
Polaren der Puncte von L in Bezug auf C'*y das zweite auf 
gleiche Weise aus den ersten Polaren derselben Puncte in 
Bezug auf C. Die Curven des ersten Buscheis haben in o die- 
selbe Tangente £', und der Curve des zweiten Buscheis, welche 
durch geht, das heiszt der ersten Polare von o in Bezog auf 
(7, entspricht die erste Polare von In Bezug auf C"^ das 
heiszt diejenige Curve des ersten Büschels, für welche o ein 
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Doppelpunct ist. Nach Nr. 576. bat folglich fSr jede beliebige 
Lage der Geraden L die darch die beiden Büschel erzeugte 
Curve JT'' in o einen Doppelpunct. Ausserdem ist nach Nr.57d^. 
in beiden Fällen» mag L eine der Tangenten im Doppelpuncte 
von C sein, oder die Tangente Ton C im Puncte o. In wel- 
chem letztem Falle nach Nr. 52 a. auch die Curven des zweiten 
Büschels sämmtlich durch gehen, in beiden Fällen also ist 
L eine der beiden Tangenten von K** im Doppelpuncte 0. 

Folglich hat die Curve K*\ wenn C und C einen gemein- 
schaftlichen Punct haben, der für £"' ein Doppelpunct ist, 
ßir jede beliebige Gerade L durch o In diesem Puncte einen 
Doppelpunct, und L ist jedesmal, sobald sie eine der beiden 
gegebenen Curven berührt, auch eine der beiden Tangenten 
von K*' im Doppelpuncte. 

e. Bestimmung der durch K* und f erzeugten 
Curve. Wir haben somit gefunden, dasz in unserem Falle 
nach 0. der Punct o allen Curven K* angehört, welche den 
Geraden L, die durch ihn gelegt werden künoen« entsprechen, 
und dasz er nach b, für alle Curven JT"« die derselben Geraden 
entsprechen, ein Doppelpunct ist. Folglich ist nach Nr. 52. o 
für die nach Nr. 93. durch die beiden Curvenbüschel K' und JT" 
erzeugte Gesammtcnrve der 4(m— l)-ten Ordnung ein dreifacher 
Punct. Ein Teil dieser Gesammtcnrve ist aber die erste Polare 
von nach C, und da diese einmal durch o geht, so ist dieser 
Punct für die übrigbleibende Curve der 3(m— l)-ten Ordnung, 
das heiszt für die Jaco bische Curve, ein Doppelpunct. 

Die Gerade L ist nach a. Tangente ihrer entsprechenden 
K', also sind nach Nr. 52. die Tangenten der resultierenden 
Curve der 4(m — I)-ten Ordnung im dreifachen Puncte o die- 
jenigen der Geraden L, welche auch ihre entsprechenden Cur- 
ven E'^ berühren. L berührt nun nach b, die J^'^ wenn sie 
Tangente von C oder von C*' ist; es sind also die drei Tan- 
genten des dreifachen Punctes die Tangente von C und die 
beiden Tangenten von C, Von diesen ist die erste nach 
Nr. 71. die Tangente der ersten Polare von o in Bezug auf C, 
folglich sind die beiden übrigen die Tangenten der Curve von 
Jacobi im Puncte o. 

d> Scbluszfolgerung. AusAllem folgern wir nun den Satz: 
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Lehrsats ilL Geken die Cmrven eimes Nei%e9 sämmt- 
äek durch deMObem Fmmet o, so bentu die Cmrve vom 
Hesse fOr das N^m in o einen Dofpe^mnet und kui in 
demseiben wdt derjenigen Curve des Neiwes die Tungenien 
gemein, ßr weieke o eifenfaiis ein Don^e^^mei ist. 

97. NetZy deszen eiDzeloe Corveo sich in dem- 
selben Pnncte berühren. Wir gehen zar Dotersachang des 
Falles über, dasz der Ponct o allen drei Cnrven ft C'y C" ge- 
meiDschaftlich ist, ond fiSr die letzte derselben^ine Spitze bil- 
det, nnd daaz die RuekkehrtaBgente in o auch C and C berührt 

a. Die Carven K'. Da die Cnrven C und C in o die- 
selbe Tangente haben, so können wir einer derselben die Carre 
des Bfiscbels ((7(70 substituieren, welche nach Nr. 47. in o einen 
Doppelpnnct hat Dieser Pnnct ist dann für K' nach Nr. 966. 
ein Doppeipunct, welche Lage auch L haben mag. Fällt aber 
L mit der Tangente T zusammen, so ist sie jedesmal eine der 
beiden Tangenten im Doppelpuncte der entsprechenden Cur- 
▼en K\ 

b. Die Curven K*'. Für C" ist o ein Rückkehrpunct 
Alle erste Polaren der Puncte von L in Bezug auf diese Curve 
gehen also nach Nr. 74a. durch o und berühren in diesem Puncte 
die R uckkehr tangente J. Unter ihneu ist aber eine, diejenige 
nämlich, welche dem Puncte selbst entspricht, für welche 
dieser Punct eine Spitze ist, und T die Ruckkehrtangente. 
Auszerdero geht die erste Polare von o för (7 als Fundamen- 
talcurve auch durch o und berührt in diesem Puncte 71 Es 
hat daher für jede beliebige Z die Curve K" in o eine Spitze 
mit der Rückkehrtangente T. 

Fällt aber L mit T zusammen, so haben nach Nr. 78 o. die 
ersten Polaren der Puncte von L in Bezug auf C in o ei- 
nen Doppeipunct, und auszerdem gehen auch nach Nr. 70. die 
ersten Polaren von o in Bezug auf (7 einfach durch o. Dieje- 
nige Curye K** also, weiche der mit T zusammenfallenden L 
entspricht, hat in O nach Nr. 52. einen dreifachen Punct. 

C. Die durch K' und K'* erzeugte Curve. Es ist 
oacfa AUedem vollständig klar, dasz sämmtliche Curven K' in 
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o einen Doppelpunct haben, wählend ausserdem die Curven K" 
daselbst eine Spitase mit der gemeinschaftlichen Rückkehrtaii- 
gente T besitieB. Darans folgt nach Nr. 52.^ dasz o für die Ge- 
sanuntcurve der i{m — l)*tan Ordnung, welche durch die beiden 
Curvenbüschel der K* und K'* erzeugt wird, ein vierfacher Punct 
ist, und da$z zwei der vier Zweige daselbst von T berührt 
werden. Die beiden andern Zweige werden in o nach Nr. 52a. 
von der Tangente derjenigen Curve K' berührt, welcher eine 
Curve JT" entspricht, für die ein dreifacher Punct ist. Nun 
entspricht die Curve £^', für welche ein dreifacher Punct ist, 
nach b. der Lage von L, in welcher diese mit T zusammenfällt, 
sie entspricht also nach a. genau der Curve K^ deren einer 
Zweig in o von der Geraden T berührt wird; drei der vier 
Tangenten im vierfachen Puncte der Gesammtcurve der 
i(m — l)-ten Ordnung fallen also mit T zusammen. 

Die Curve der i(m — l)-ten Ordnung ist nun zusammen- 
gesetzt aus der Curve von Jacobi der drei gegebenen Curven 
und aus der ersten Polare von o in Bezug auf C> Diese erste 
Polare geht einmal durch und berührt daselbst T; die Gufve 
von Jacobi geht daher dreimal durch a, und zwei ihrer Zweige 
berühren in diesem Puncte die Gerade 71 

d. Schiuszfolgerung. Aus Allem folgert sich der Satz : 

Lehrsatz IV. Die Curve von Hesse eines CurvenneHes, 
des%en Curven einen gemeinschaftiichen Punct o, und in 
demselben eine gemeinschaftliche Tangente T haben, hat 
drei Zweige^ die durch o gehen, und von denen zwei in 
diesem Puncte von der Geraden T berührt werden. 

98. Ort der Puncto, in denen sich drei gerade 
Polaren dreier Curven für ein uAd denselben Po! 
schneiden. Es seien wieder driei Curven, (7, C*, C*' gegeben, 
deren Ordnungszahlen bezüglich m, m*, m'* seien. Wir wollen 
die Ordnung des Ortes der Puncte bestimmen, in welchen sich 
je drei gerade Polaren desselben Poles für die drei gegebenen 
Curven schneiden. 

Ist i^ eine beliebige Gerade, i ein Piinct derselben, mi 
sollen durch i die ^radeo PoUren yvm.'CwsnA £?'.]iindttrdt* 
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gehen, so mass der Pol o einer der (ffi^l)(ni' — 1) Dvrch« 
echnittepnncte der ersten Polaren von i fiSr diese beiden Cnnren 
•ein. Soll nun durch i auch die erste Polare f&r C als Grund- 
cvnre gehen, so liegt Ihr Pol auf der geraden Polare von o in 
Bezog auf dieselbe Curve. Die geraden Polaren der (fli^])(iii'--]) 
Puncto O werden nun L in eben sovielen Pnncten f schneiden. 

Es sei jetzt umgekehrt f ein beliebiger Punct von L. Soll 
durch ihn die gerade Polare für C" hindurchgehen, so musz 
der Pol auf der ersten Polare von f in Bezug auf dieselbe 
Curve liegen. Diese erste Polare ist bekanntlich eine Curve 
K der {pi" — l)-ten Ordnung. Die geraden Polaren der Puncto 
von K in Bezug auf C werden nun nach Nr. 81. von einer Curve 
der (m — \){fn" — ])-ten Classe umhüllt; ebenso die geraden 
Polaren der Puncto derselben Curve K in Bezug auf C* von 
einer zweiten Curve der {m' — \)(fn" — ])-ten Classe. Jeder Tan- 
gente der einen Curve entspricht eine solche der andern, wenn 
man nur diejenigen Tangenten als entsprechende wählt, welche 
Polaren eines und desselben Punctes von K für die bei- 
den Curven C und C sind. Nach Nr. 83 a. bilden daher die 
Durchschnittspuncte der homologen Tangenten eine Curve der 
[(m— l)(»t"— J) + (m'— l)(fli"— i)]-ten Ordnung, welche natör- 
licb die Gerade L in eben sovielen Puncten i schneidet. 

Jedem Puncto i entsprechen daher {m — I)(in' — 1) Puncto 
i*, jedem Puncto f auszerdem (m— l)(m''— 1) -f(m'— l)(m"— 1) 
Puncto /, es miiszen daher in L 

(»i—l)(i»'—l) + (»!'— I)(m''—l) + (»i"—I)(i»—l) 

homologe Puncto i und i' zusammenfallen, und diese Zahl ist 
die gesuchte Ordnung des betrachteten Ortes. Diese Curve 
geht offenbar, wenn die drei Curven gemeinschaftliche Puncte 
besitzen, durch diese. 

a. Die Steinersche Curve für ein Netz. Sind die 
drei Curven von derselben Ordnung m, so kann mau für sie 
drei beliebige Curven des Netzes, das durch sie bestimmt 
wird, substituieren, ohne dasz sich der oben betrachtete Ort im 
GeringstOn verändert, in diesem Falle nennen wir denselben, 
der dann von der 3(m*-l)Men Ordnung ist, der Nr. 88if. ana- 
log, die Curve von Siein er für das Nein^ 
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ö. Einhfillende der Verbindungsgeraden entspre- 
chender Puncto der Curven von Steiner und Hesse. 
Jeder Punct p der Curve von Hesse eines gegebenen Netzes 
der m-ten Ordnung ist der Pol von unendlich vielen geraden 
Polaren in Bezug auf die Curven des Netzes. Diese Geraden 
schneiden sich nach Nr. 95. alle in einem Puncte der Curve 
von Steiner, Es entspricht daher jedem Puncte der Curve 
von Hesse ein Punct der Curve von Steiner ^ und umgekehrt. 
Die Geraden, welche diese entsprechenden Puncte verbinden« 
werden daher nach Nr. 836. von einer dritten Curve der Classe 

3(»i— 1) + 3(»i— 1)« = 3m(i» - 1) 

umhüllt. Nun ist jede Gerade durch o eine Polare von p in 
Bezug auf eine Curve des Netzes; geht aber die gerade Polare 
durch den Pol, so liegt dieser auf der Fuodamentaicurve selbst, 
und diese berührt in ihm die gerade Polare. Daraus folgt, dasz 
die Gerade op in p eine Curve des Netzes berührt; alle Cur- 
ven des Netzes aber, die durch p gehen, berühren sich in ihm 
nach Nr. 92«, und ihre gemeinschaftliche Tangente ist daher op. 



§. 16. 
'Bie Formeln Ton Pltteker. 

99. Formel für die Classe und die Ordnung einer 
Curve. Wir bezeichnen im Folgenden durch: 

n die Ordnung, 
Hl die Classe, 

d die Zahl der Doppelpuncte, 
% die Zahl der Rpckkehrpuncte oder Spitzen, 
T die Zahl der Doppeltangenteu, 
i die Zahl der Wendepuncte oder VVendetangentcn 

einer beliebigen Fundamentaicurve C7n* 

Nun ist bekanntlich m die Zahl der Tangenten, welche von 
einem beliebigen Puncte an die gegebene Curve gelegt werden 
können» es ist daher nach den Sätzen in Nr. 74c. oder in 
Nr. 87if.: 
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(1) «i = «(ji-l)— 2»~3%, 

eine Formel, welche die Classe einer Carve liefert, wenn die 
Ordnung und die Anzahl der Doppelpuncte und Spitzen be- 
kannt ist. 

Nach dem Dnalitätsprincip (m. s. Nr. 82.), musz die Ord- 
nung einer Curve aus einer Gleichung derselben Form erhalten 
werden, wenn man die Classe, die Zahl der Doppeitangenten 
und der Wendepuncte kennt, das helsst, es ist: 

(2) n = m(m - 1)— 2r— 3t. 

100. Formeln für die Doppeitangenten und Wen- 
depuncte. Da jeder Punct der Grundcnrve, dessen conisehe 
Polare das System zweier Geraden bildet, nach Nr. 80. ein 
Wendepunct oder ein Doppelpunct ist, so schneidet die Gurre 
von Hesse, die nach Nr. 90a. der Ort der Puocte ist, deren 
conbche Polaren aus dem System zweier Geraden besteben, 
die gegebene Curve in den Wendepuncten und in den viel- 
fachen Puncten. Da nun die Curve von Hesse von der Ord- 
nung 3(fi — 2) ist, so ist die Zahl der Wendepuncte einer Curve, 
vorausgesetzt, sie habe keine vielfachen Puncto, gleich 3n(n— 2)"*). 

Es sei nun d ein Doppelpunct von Cn» dann gehen alle 
erste Polaren durch ä und die Curve von Hesse des durch 
sie gebildeten Netzes, welche auch die Hessesche Curve der 
Curve Cn ist, (m. s. Nr. 90a. und Nr. 92.), geht zweimal durch 
d und hat hier nach Nr. 96df. die beiden Tangenten mit der 
ersten Polare dieses Punctes selbst gemein» das heiszt nach 
Nr. 72., dieselben Tangenten wie die gegebene Curve. Der 
Punct d gilt also nach Nr. 32. für sechs Durchschnittspuncte 
der Curve von Hesse mit Cn* Durch jeden Doppelpunct ver- 
liert also die Curve sechs Wendepuncte. 

Es sei ferner d eine Spitze von Cn und T die Ruckkehr- 
tangente. In diesem Falle gehen alle erste Polaren von Cm nach 
Nr. 74c. durch d und berühren in ihm die Gerade 7. Die 
Hessesche Curve dagegen hat nach Nr. 97£f. drei Zweige, die 



») Plücker, System der anafytiscken] Oeomeine, Berlin, Dtmlcer und 
Hnmblot, 1635. S.26i» — Hesse, Ueber die Wendepuncte der Curven dritter 
Ordnung. (Oe??e,? Journal T. 28. Berlin, Reimer, 1844. S. 104). 
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doreh d gehen» und von denen zwei T berflbren und zwar in d. 
Daher gilt d für a€h$ Durch^chnittspuncte von C^ mit der Curve 
von Hesse. Durch jede Spitze gehen also der Curve acht 
Wendepuncte verloren*). 

Hat daher Cn i Doppelpnncte und k Spitzen« so ist die 
Zahl der Wendepuncte durch dia Formel gegeben : 

(3) t = 3i»{n— 2) -M-r 8x. 

Nach dem Princip der Dualität hat daher eine Curve m-ter 
Classe mit r Doppeltangenten und t Wendetangenten 

(4) % = 3»i(«i— 2) - 6t— 8* 

Rückkehrpuncte. 

Die so gefundenen vier Gleichungen gelten aber^ da sie 
nicht von einander unabhängig sind^ nur für dreL Es ist n&ni- 
\ieh, wenn man Gleichung (1) mit drei muittpliciert und von 
Gleichung (3) subtrahiert, 

(5) X— t = 3(ii — m), 

und diese Gleichung läszt sich auch ebenso aus den Gleichun- 
gen (2) und (4) herleiten. 

Zwischen den sechs Gröszen n, m, 6, x, t, i existieren 
also drei unabhängige Gleichungen , so dasz man daher» wenn 
von ihnen drei gegeben sind» die fibrigen bestimmen kann. So 
ergibt sich z.B., wenn it, £» h gegeben sind» der Werth von 
T» indem man m und t aus den Gleichungen (|)» (2) und (3) eli- 
miniert. Man erhält dann: 

, T=:4ii(fi~2)(iia-9)-(2«+8»)(ii»-ii-^6) 



{ 



+ 2Ä(d — 1) + |«(x — 1) + M . X. 



Eine sehr brauchbare Formel erhält man noch durch Sub- 
IraCtion der Gleichungen (2) und (1) und nachberige Elimination 
von » — « mittelst (6). Dies gibt nämlich: 

(7) 2(«--r)=(n— »i)(ii + m— 9). 



**) Cayley, Recherchee sur rdminoHon et eur la ihibrw des courbes, 
(Creües Journal, T. 84. Berlin, Beimer, 1847. 8.48). 
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Die obigen wichtigen Relationen swiscben der Ordnung, 
der Classe und den Singularitäten einer ebenen Curven sind 
von Piücker entdeckt*). 

*101. Weitere Relationen zwischen der Ordnung, 
der Clatrse und den Singularitäten einer Curve. Soll 
eine Curve einen Doppelpunct haben, ohne dasz dieser gegeben 
ist, so gilt das für eine Bedingung. Zu diesem Zwecke genügt 
es nämlich, dasz drei erste Polaren, die nicht zu demselben 
Bfischel gehören, einen gemeinschaftlichen Punct haben. Soll 
aber die Curve einen Stillstandspunct haben, ohne dasz der« 
selbe gegeben ist, das heiszt also, sollen drei erste Polaren, 
die nicht zu demselben Bfischel gehören, sich in einem Puncte 
berühren, so ist das soviel als »wei Bedingungen. Hat daher 
eine Curve n-ter Ordnung d Doppelpuncte und % Spitzen, so 
ist sie nach Nr. 34. durch \n{n-\-2) — d — 2» Bedingungen be- 
stimmt. Dem Princip der Dualität nach bestimmen folglich eine 
Curve der I9i-ten Classe, die r Doppeltangenten und » Wende- 
tangenten besitzen soll, ^m(mHh3) — r — 2» Bedingungen. 

Laszen wir nun die Zahlen n, I9i, d, k, t, % sich auf die- 
selbe Curve beziehen, so musz die Gleichung bestehen: 

(8) iii(ii + 3)-«-2» = ii»(»i + 3)— r— 2*. 

Diese Formel, die sich auch aus den Formeln (1) — (7) ableiten 
liesze, kann aber auch, wenn sie wie hier a priori abgeleitet 
wird, dazu dienen, um mit zwei beliebigen der Gleichungen 
(1)— (7) zusammen, die sämmtlichen andern aufzustellen**). 

102. Charakteristik einer Curve einer beliebigen 
Ordnung ohne vielfache Puncto. Wir werden, von hier 
unsern Ausgang nehmend, im Folgenden die Eigenschaften einer 
Curve n-ter Ordnung untersuchen, die wir in genügender All- 
gemeinheit unter allen derselben Ordnung in der Art auswählen, 
dasz dieselbe, so lange wir keine andern Bestimmungen treffen, 
von der f^n — l)-ten Classe sei, keinen vielfachen Punct be- 



*) Theorie der algebraischen Curven^ S. 211. 
♦♦) Salmon, Higher plane curves^ p. 92. 
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«itze, dagegen 3ii(n — 2) Wendepuncte und i«(ii— 2)(n*— 9) 
Doppeltangenten. 

Die ersten Polaren dieser Curve bilden ein Netz der (n— !)• 
ten Ordnung^ die Hessesche Curve dieses Netzes berfibrt Cn 
ii^ihren 3n(n-*-2) Wendepuncten; die Curve von Steiner für 
das Netz (Nr. 98a.)» ^^^ nach Nr. 88^. auch die Steiner sehe 
Curve von Cn ist, bat die Ordnungszahl 3(n — 2)^. 



§. 17. 

Die Curve 9 welcbe eine Polare eraseu^t, wenn sicli 
der Pol nacb 1>estimmten& C^eaetse beweib« 

103. Ordnung und Singularitäten der Eiubulien* 
den der geraden Polaren derPunete einer gegebenen 
Curve. Wenn ein Puncto als Pal in Bezug auf die Funda- 
mentalcurve Cn aufgefaszt, sich auf einer zweiten Curve Cm der 
m-ien Ordnung beivegt, so werden die geraden Polaren von 
einer Curve K umhüllt, von der wir schon in Nr. 81. fanden, 
dasz sie von der i»(n^l)-ten Classe sei. Die Tangeofen, 
welche von einem beliebigen Puncte o sich an die Curve K 
legen iaszen, sind die geraden Polaren der m(^ — 1) Puncte, in 
denen Cm von der ersten Pofere von o in Bezug auf Cn ge^ 
schnitten wird. 

a. Ordnung und Singularitäten der Curve ÜT. Ist 
so gewählt, dasz seine erste Polare Tangente von Cm wird, 
so fallen zwei der geraden Polaren durch o in eine «usammen, 
und es ist also o. nacb Nr. 30. ein Punct der Curve JT, die sich 
daher als Ort der Pole auffaszen läszt> deren erste Polaren Cm 
berühren. Diese Eigenschaft gibt das Mittel, die Ordnung von 
K zu finden, das heiszt, die Zahl der Durcbscbnittspuncte einer 
beliebigen Geraden L mit K, Die ersten Polaren der Puncte 
von L bilden nämlich nach Nr. 77. ein Curveubüschel, und es' 
sind also nach Nr. 87c, sobald wir annehmen. Cm habe i Dop- 
pelpuncte und x Spitzen, in L m{m^2n — 5) — (2^ + 3x) Puncte, 
deren erste Polaren Cm berühren, das heiszt, die Ordnungs- 
zahl von K ist gleich 



m{m + 2« - 5) - (2d + 3»). 

Cremona, Eben« Carven, 10 



146 Zweites Capüel [§.17. 

Es ist avgeoblicklicb klar, dasz die Wendetancrenten von K 
die geraden Polaren der Ruckkehrpuncte von Cm sind. K hat 
daher x Wendepuncte. 

Da wir jetat die Glasse, die Ordnung und die Zahl der 
Wendepuncte von K kennen, so finden wir mittelst der in (]^n 
Nrn«99. ttod 100. entwickelten Formeln von Plückery dasz 
dieselbe auszerdem 

i{«i(»i + 2ii-5)-(25+3x)|»— i»(5»i + 6ii-21) + lü^ + ¥* 

Doppelpuncte , 

3i»(m + n — 4) — (6a + 8x) 

Spitzen und 

J«i(ii-2)(mii— 3)+a 

Doppeltangenten besitzt. 

b. Uebertragnng des Gefundenen auf ein Curven- 
netz. Nun ist es klar, dasz jeder Doppelpunct von K der Pol 
einer ersten Polare ist, welche Cm in zwei verschiedenen Pnn- 
cten berührt; dasz ferner ebenso jede Spitze von K eine erste 
Polare hat, welche mit Cm eine dreipunctige Berührung ein- 
geht, und dasz jede Doppeltangente von IT, als gerade Polare 
betrachtet, entweder zwei verschiedene Pole auf Cm hat, oder 
zwei in einen Doppelpunct von Cm vereinigte Pole. 

Da nun die Eigenschaften des Systems der ersten Polaren 
in Bezug auf Cn sich auf ein beliebiges Curvennetz ausdehnen 
iaszen, so erhalten wir aus dem Vorhergehenden die Sätze: 

Lehrsatz L Die Zahl der Curven eine» Neides der 
(n— I)-<en Ordnung, welche eine gegebene Curve m-ier 
Ordnung, die ö Doppelpuncte und % Spitzen besitzt, in zwei 
Puncten berühren, ist gleich: 

4{m(»*+Jn— 5) — (2«+3x)]2— »i(5i»+6n— 21) + 10Ä— Vx. 

Lehrsatz IL Die Zahl der Curven dieses Netzes aber ^ 
die mit der Curve m-ter Ordnung eine dreipunctige Be^ 
rührung eingehen, ist gleich: 

3m(m + «—4) — (6d + 8x) ♦). 



♦) Bischoff, o. a. O. 8. 174—176. 
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c. Zahl der Paticte einer Curve, deri»ti erste Vnf* 
laren die Curve selbst berühren. Jeder Pund von ÜTist 
der Pol einer ersten Polare, die Cm berührt, so dasz, wenn 
man die Durchscbnittspuncte von K und Cm betrachtet, sich 
der Satz ergibt! 

Lehrsatz III. In einer Curve Cm der m-ten Ordnung 
mit S Doppelpuncten und x Spit^n gibt es wi*(»i + 2ii — 5) 
— »»(•25—3») Puncte, deren erste Polaren in Bezug auf Ca 
die Curve Cm berühren. 

Ist 17» = 1, so entsteht hieraus: 

Lehrsatz IV. In einer beliebigen Geraden gibt es 
2(n — 2) Puncte, deren erste Polaren in B&mg auf die Fun- 
damentalcurve Cn die gegebene Gerade selbst berühren. 

Ist die Gerade eine Tangente von Cn, so fallen zwei dieser 
2(i» — 2) Pole mit dem Berührangspuncte zusammen, es gibt 
folglieh In einer Tangente von Cn noch 2(i» — 3) Pnncte, für 
welche die erste Polaren nach Cn die Tangente selbst berühren. 

d. Die Curve Cm und Cn sind dieselbe». Fätkt in 
obiger Untersuchung die Curve Cm tait Cn zusammen; sa besteht 
die Curve K offenbar aus Cn selbst und aus deren Wendetangea* 
ten^ so dasz ein jeder Punct der Curve und der Tangenten nach 
Nr. 71. und Nr., 80. ein Pol einer ersten Polare Ist, welche die 
Fundamentalcurve berührt. In diesem Falle sind die Doppel'» 
puncte von K die DurchschnittspoDcte der Wendetangenten mil 
der Curve Cnl die Spitzen von K werden durch die Wendcpuncte 
von Cn, jeden ziveimal gezählt, dargestellt und die Doppeltan- 
genten von Ä* sind die Doppel- und Wendetangenten von Cn- 

Die Doppelpuncte von K sind nach b. die Pole von eben 
soviehen ersten Polaren, welche die Grundcorve zweimal berüh- 
ren. Ins Besondere berührt nach Nr. 80., wenn o ein Durch- 
schnittspunct zweier Wendetangenten derselben ist, die erste 
Polare von o die Curve Cn in den beiden entsprechenden Wen- 
depuncten, und ist o der Durchschnittspunct von Cn und einer 
Wendefangente, so berührt die erste Polare von nach Nr'.tl. 
Cn in und nach Nr. 80. im Berührungspuncte der Tangente. 
E« gibt daher 3n(»— 2)(i»— 3) erste Polaren, welche Cn z>vei- 
mal berühren, und deren Pole auf Cn seihst liegen, und 

10* 
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i«(ii — 2)t3ii(ii—- 2} — 1) erste Polaren, die ebenfalls zweimal C» 
berQbreD, deren Pol6 aber auszerbalb Cn liegen. 

e. Die (it— l)-te Polare von Cm. Die Curve K» das 
heiszt die Einhüllende der (n — l)-ten Polaren der Puncto von 
Cm, heiszt die (n—lyte Polare von G»*). 

Setzen wir msl, so ergibt sich, dasz die (ii — l)-te Po- 
lare einer Geraden R, das heiszt die Einhüllende der geraden 
Polaren der Puncto von R, oder auch der Ort der Pole der 
ersten Polaren, die R berflbren, eine Curve der (« — l)-ten 
Classe und der 2(ii— 2)-ten Ordnung ist mit 3(n — 3) Spitzen, 
2(||— 3)(n— 4) Doppelpuncten und i(n — 3)(ii — 3) Doppeltan- 
genten. Das gibt den Satz: 

Lehrsatz V. Es gibt in Befmg auf eine gegebene Grund- 
curve immer 3(n — 2) erste Polaren, ßir welche eine gege- 
bene Gerade R eine Wendetangente, 2(n*-3)(n— 4) erste 
Polaren, für welche R eine Doppeltangente ist, und ausser- 
dem 4(n— 2)(n— 3) Gerade, deren jede zwei Pole auf R h€U. 

f Doppelte Definition der ersten Polare eines 
Punctes. Geht die (n — l)-te Polare der Geraden R durch 
einen gegebenen Punct 0, so ist dieser der Pol einer ersten 
Polare, welche nach 6. R berührt. Folglich wird, wenn die 
(n — l)-te Polare sich ändert, indem sie sich um den festen 
Punct dreht, die Gerade R von der ersten Polare von o um- 
hüllt. Wir haben somit zwei Definitionen der ersten Polare 
eines Punctes: 

Lehrsatz VL Die erste Polare eines Punctes o ist der 
Ort der Pole, deren («— 1)-/^ Polaren sich in o schneiden, 
und auch die Einhüllende der Geraden, deren {n ~ lyte 
Polaren durch o gehen. 

104. Einhüllende der Polaren derselben Ordnung 
der Puncto. einer gegebenen Curve. Es bewege sich ein 
Pol p auf einer Curve Cm der m-ten Ordnung, die S Doppel- 



*) Es ist also fftr daa Folgende sehr wol zwischen Polare eines Fnnctes 
und Polare einer Curve zu unterscheiden. 
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puncte und x Spitzen hat. Von welchem Indet ist dann die 
Reihe (deren Definition wir in Nr. 34. gaben), welche durch die 
r-ten Polaren von p in Bezug auf die Fundamentalcurve Cn ge- 
bildet wird, und von welcher Beschaffenheit ist ihre Einhüllende? 

a. Index der Reihe der r-ten Polaren. Geht die 
r-te Polare von p durch den Punct o, so liegt nach Nr. 69 a. 
der Pol auf der (n — r)-ten Polare von 0, das heiszt, er ist ^einer 
der r,m Durchschnittspuncte dieser Polaren mit der gegebenen 
Curve Cm* Durch o gehen also r.m r-te Polaren von Ptincten, 
die auf Cm liegen, das heiszt, die r-ten Polaren der Puncto 
von Cm bilden eine Reihe vom Index r.m. 

b. Die (n— r)-te Polare berührt Cm- Berährt die 
(is — r)-te Polare von o die Curve Cm in einem Puncte, so fallen 
in o zwei rAe Polaren zusammen, und o ist ein Punct der Ein- 
hüllenden der Curven der oben gegebenen Reihe. Daraus flieszt 
der Satz: 

Lehrsatz VII. Die Mnhüliende der r^ien Poiaren der 
Puncte einer Curve Cm ist gleichseitig der Ort der Pole 
der (n — ryten Polaren, welche die Curve Cm berühren. 

c. Ordnungszahl der Einhüllenden der r-ten Po- 
laren; r-te Polare einer Curve. Welches ist die Ordnung 
dieses Ortes? oder wieviel Puncte liegen auf einer beliebigen 
Transversale L, deren (n — r)'te Polaren eine gegebene Curve 
Cm berühren? 

Die (n— r)-ten Polaren der Puncte der Geraden L bilden 
nach a. eine Reihe der r-ten Ordnung vom Index (n—r). Nach 
Nr. 87 c. berühren daher (n— r){»j(»i+2r-3)— (2«-h3x){ von 
ihnen die Curve Cm» Dies gibt den Satz: 

Lehrsatz VIII. Die Einhüllende der r^ten Polaren der 
Puncte einer Curve der m-ten Ordnung mit 8 Doppelpun- 
den und x ^it%en ist eine Curve der Ordnung 

(n — r){m{m + 2r — 3) — (2d -f 3«)|. 

Diese Curve nennt man die r^te Polare der gegebenen 
Curve Cm in Bezug auf die gegebene Fundamentalcurve Cn *)• 



*) Steiner, €i, a. 0. S. 2— 3. Man beachte such die letzte Anmerkung. 



150 Zmiai€g CapätL tS- 1<- 

iL Die e^^te Polare «iner Curve von bestimaiter 
Cla0«e. Setzt '«an r=:l und bezeichoet dieClaaae derCnve 
Cm durch fli% daa heiazt, setzt maa 

m' = fli(»- 1)— (2«+3«), 

•o hat man nach Nr. 99. den Satz : 

Lehrsatz IX. Die erste Polare einer Curve der m'-ten 
Ciasee, das heim der Ori der Pole der Geraden^ welche 
sie berühren, ist eine Curve Ver m'{n^l)'ten Ordnung. 

Diese Carve enthält die Puncte« in welchen die Fnnda- 
mentalcnrre von den Tangenten berührt wird, welche sie mit 
der Cnrve der m'-ten Classe gemein hat 

Für 1»' = 1 kommen wir auf die in Nr. 103 f. gegebene De- 
finition der ersten Polaren eines Pnnctes znrfick. 

e. r-te Polaren einer Geraden. Setzen wir m=l» 
so entsteht: 

Lehrsa|tz X. Die r-te Polare einer Geraden ist eine 
Curve der 2(r— l)(ii— r)-/^« Ordnung. Die erste Polare 
einer Geraden ist also von der nullten Ordnung. 

Die letztere besteht nach Nr. 77. wirklich nur aus den (n— 1)* 
Polen der gegebenen Geraden. 

För r = ii — 1 erhalten wir das schon oben in Nr. 103«. 
gefundene Resultat wieder. 

f. Methode, die Ordnung gewiszer Einhüllender 
zu bestimmen. Die Ordnung der r-ten Polare einer Geraden 
R kann man auch direct auf folgende Weise bestimmen. Wir 
betrachten nämlich zu diesem Zwecke diese Curve als Ort der 
Dnrchschoittspuncte zweier unmittelbar folgender Curven der 
Reihe vom Index r und der (n— •r)-ten Ordnung» welche nach 
Nr. 34. die r-ten Polaren der Puncte von B bestimmen. 

Ist a ein beliebiger Punct von R, so liegen die Pole der 
r-ten Polaren, welche durch a gehen, auf der (n — r)-ten Pa- 
are von a, die i? in r Pupcten af schneidet. Nehmen wir um- 
gekehrt einen beliebigen Punct a' auf R, so schneidet seine r-te 
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Polare diese Gerade io n — r Puneten n. Besieben wir daher 
die Ponete ä nnd a' auf deiiBeiben Anfang Oy s^ besteht unter 
den Abschnitten oo^ eine Gleichung des r-ten Grades, und unter 
den Abschnitten oa eine solche des (n^r)-ten Grades. Des 
Pnnct a liegt nun auf der gesuchten Curve, sobald zwei der 
r durch ihn gelegten r-ten Polaren zusaramen fallen. Die Be- 
dingungsgleicbungy dasz die obenerwähnte Gleichung fflr 0€^ 
zwei gleiche Werte hat, ist aber für die Coefficienten vom Grade 
2(r-l), und die für oa folglich vom Grade 2(r— l)(n-r). Die 
Gerade Ä hat also mit dem gesuchten Orte 2(r*-l)(« — r) 
Pancte gemein und die Einhüllende der r-ten Polaren der 
Puncto einer Geraden ist daher eine Curve der 2(r— l)(n — r)- 
ten Ordnung. 

Dieselbe Betrachtang kann man in vielen Fällen zur Be- 
stimmung der Ordnung einer Curve^ welche die Curven einer 
Reihe einhüllt, anwenden. Ist z. ß. die Reihe von der r-ten ' 
Ordnung und vom Iiidex Sy und man kann eine Punctreihe con* 
struieren, welche ihr projectivisch ist, derart, dasz zwischen 
den Curven der Reihe und den Puneten der Geraden eine Be- 
ziehung besteht, nach der jeder Curve nur ein Punct der Gera- 
den entspricht und umgekehrt, so ist die Einhifilende von der 
2(r — l)«-ten Ordnung. Für «=:! entsteht so der Satz: 

Lehrsatz XI. Entspricht der Reihe der Tangenten 
einer Curve der r-ten Glosse eine projectivische Punctreihe, 
so ist die Ordnung der Curve einfach 2(r — I). 

g. Doppelte Definition der Polare eines Punctes. 
Geht die (n— r)-te Polare einer Geraden durch einen gegebenen 
Punct 0, so ist dieser nach b, der Pol einer r-ten Polare, 
welche diese Polare berührt. Folglich gilt der Satz: 

Lehrsatz XII. Die r^te Polare eines Punctes o, oder 
auch der Ort der Puncte, deren {n—ryte Polaren durch 
o gehen y ist auch die Einhilllende der Geraden, deren 
(n — r)'te Polaren den Punct o enthalten. 

» 

Wir haben somit sowol die Polaren der Puncto, als die 
der Curven auf doppelte Weise definiert, sowol als Otte, als 
als Einhüllende, und gerade io dieser doppelten Definition 
seheint das Geheimnisz der so groszen Fruchtbarkeit der Theorie 
der Polaren zu liegen. . . 
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k, S&tx« übet Polaren von Carvea. lo a berahre 
die r-te Polare^iner Corve C eioe zweite Conre C\ Nun be- 
rührt diese Pelare in o eioe r-te Polare eines Panctee e* von 
17, und angeicebrt wird nacb ö. die Conre C In & von der 
(ü — r)*ten Polare von o berfihrt Aber die r-te Polare von & 
berGhrt in o aoch C, so dasz endlich die (n — r)'te Polare von 
O in o' die (« — r)-te Polare von C berfibreo wird. Das gibt 
den Satz: 

Lebrsatz XIIL Berührt die r-te Polare einer Curve 
C eine tweite Curve C, so berührt umgekehrt die (n—ryte 
Polare von C die erste Curve C, 

i, Sätze Aber Polaren von Curven. Fortsetzung. 
Eine Gerade R sei die (r — ])-te Polare eines Punctes o in 
Bezug auf die (n — r) te Polare 'eines andern Punctes o', oder, 
was dasselbe ist — m. s. Nr. 69 c. — , die (n — r)-te Polare von 
& in Bezug auf die (r — ])-te Polare von o. Laszen wir R sich 
bewegen, und von einer Corve C umhüllt werden, so ist der Ort 
des Punctes Q, wenn wir o' als fest annehmen, nach d, die erste 
Polare von C in Bezug auf die (n — r)-te Polare von o'; bleibt 
umgekehrt o fest, während R die Curve C umhüllt, so ist der 
Ort von 0' die erste Polare von C in Bezug auf die (n — r)-te 
Polare von 0. Folglich gilt der Satz: 

Lehrsatz XIV. Geht die erste Polare einer Curve C 
in Be%ug auf die (r— lyte Polare eines Punctes o durch 
0% so geht die erste Polare von Cin Beisug auf die («— r)- 
ie Polare von o* durch o und umgekehrt, 

105. Ort der verbundenen Pole eines beweglichen 
Poles. Die (n — I)-te Polare einer Curve Cm der m-ten Ord- 
nung ist nach Nr. 81. eine Curve K der m(n — l)-ten Classe. 
Dem entsprechend ist nach Nr. 104 tf. die ersten Polare von 
K eine Curve der m(ii— l)'-ten Ordnung. Diese Curve schlieszt 
aoch die gegebene Cm mit in sich ein, und es ist folglich K 
nicht nur die Einhüllende der geraden Polaren von Cmy sondern 
auch nach Nr. 103 n. der Ort der Pole der ersten Polaren, 
welche Cm berühren. Durchläuft also ein Puncto eine Curve 
Cmy so beschreiben die andern (n — 1)^ — 1 Pole der geraden 
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Polare von o eine Curve der i»(«-*-l)* — i»i = »lii(ii-2)-ten 
Ordnung. ^ ^ 

Za diesem Resultate gelangen wir auch, bei der Losung 
der Aufgabe: Wenn ein Punct sich auf einer beliebigen 
Curve bewegt, welche Curve beschreiben dann die übrigen 
Pole der geraden Polare von o? 

Wir nehmen zuerst als die gegebene Curve eine Gerade R 
an, und untersuchen, in wieviel Puncten dieselbe den gesuchten 
Ort schneidet. Nach Nr. 103^. gibt es i(ii— 2)(ii— 3) Gerade, 
deren jede zwei Pole auf R hat, folglich sind die (n — 2)(n— 3) 
Pole dieser Geraden ebenso viele Puncto des gesuchten Ortes. 
Bedenken wir nun noch, dasz nach Nr. 906. in jedem Puncto 
der Curve von Hesse zwei Pole ein und derselben Geraden 
zusammenfallen, dasz also die 3(n — 2) Durcbschnittspuncte der 
Curve von Hesse mit R auch dem gesuchten Orte angeboren, 
so übersehen wir augenblicklich, dasz der gesuchte Ort 
(n — 2)(fi — 3)-|-3(ii — 2) Puncto mit R gemein hat, das heiszt, 
derselbe ist von der ii(ii— 2)-ten Ordnung. 

Ist nun ferner statt der Geraden eine beliebige Curve Cm 
gegeben, so muszen wir untersuchen, wie oft eine Gerade einen 
Pol auf Cm und gleichzeitig einen solchen auf einer beliebigen 
Geraden R hat. Die verbundenen Pole der Puncto von R lie- 
gen nun aber, wie wir vor Kurzem nachgewiesen, alle auf einer 
Curve der n(n ~2)-ten Ordnung, welche Cm in m.n{n — 2) Pun- 
cten schneidet. Es gibt also fn.n{n — 2) Puncto auf Cm, deren 
jeder einen verbundenen Pol auf jß hat, und daraus folgt: 

Lehrsatz XV. Beschreibt ein Pol eine Curve m-ter 
Ordnung, so ist der Ort der ihm verbundenen Pole von 
der m.n(n—^)'ten Ordnung. 

106. Ort der Durcbschnittspuncte der ersten uti^ 
zweiten Polare eines sich bewegenden Punctes. Wir 
lassen sich einen Pol auf einer Curve Cm der m-ten Ordnung 
bewegen und untersuchen den Ort der Durcbschnittspuncte der 
ersten und zweiten Polaren des beweglichen Poles In Bezug 
auf die Grundcurve Cn. Geht durch den Punct i einer Geraden 
R eine erste Polare, so liegt der Pol derselben auf der geraden 
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Polare ven i, die natfiilich Cm m m Pnoctea schoeidet» deres 
zweite Polaren die Gerade B in m(n — 2) Pancten f treSea. 

Nimmt mao umgekehrt eioeo beliebigen Ponct f Ton B, 
dnreb den eine zweite Polare von i gehen soll, ao li^ der 
Pol derselben aaf der coaiachen Polare von i* und diese be- 
rührt Cm in m Pnocteo. Die eisten Polaren dieser Pnncte be- 
stimmen non aaf B 2n(n — 1) weitere Pancte t. Jedem Punete 
/ entsprechen demnach m(n — 2) Poncte f, and jedem Pancte 
i' ebenso 2m(n — 1) Pancte t*. Es gibt deshalb in B nach Nr. 88. 

[II -2) +im(n^\) = m(3i»— 4) 



Pancte i^ von denen jeder mit dem entsprechenden Pancte f 
zasammenfallt Der Ort Ut folgtieh eine Cwrve ü der m(3ii— 4)- 
ten Ordnung. Offenbar berührt dieselbe Cn in den n.m Durch- 
scbnittspnncten von Cm and Cny so dasz also in diesen Pancten 
nach Nr. 71. die ersten und zweiten Polaren sich untereinander 
and die Curve Cn berühren. 

Da auszerdem durch einen Wendepanct der Grondcorve 
nach Nr. 80. jede erste Polare eines beliebigen Punctes der 
betreffenden Wendetangente geht» so musz die Curve Ü so oft 
durch einen Wendepunct Cn gehen, als es gemeinschaftliche 
Pnncte von Cn and der Wendetangente gibt, ü geht deshalb 
m-mal durch jeden der 3n(ii— 2) Wendepuncte von Cn *)• 

a. Die Curve Cm fällt mit Cn zusammen. Fällt Cm 
mit Cn zusammen, so enthält ü offenbar zweimal die Funda- 
mentalcnrve. Sehen wir von dieser ab, so bleibt eine Curve 
der 3ii(it — 2)-ten Ordnung übrig, für welche die Wendepuncte 
von Cn (n — 2)-fache Punete sind. Durchläuft also ein Pol die 
Grnndcnrve, so erzeugen die (n — ])(n — 2) — 2 Punete in denen 
sich die erste und zweite Polare schneiden, eine Curve der 
der 3ii(n — ^2)-ten Ordnung die (n — 2) Zweige hat, welche durch 
jeden Wendepanct von Cn gehen, und von denen einer mit Cn 
eine dreipunctige Berührung eingeht. Dies ist sogleich klar, 
wenn man beachtet, dasz jede Wendetangente der Grundcurve 



*) C leb Sek, Ueber eine Glosse von Eümnationsprohlemen und über einige 
Pknete der Theotie der Polaren* (Grelle- Boröhard*« Jonnial, T. 98. 
Berlin, Reimer^ 1861, T. 279). 
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11— -2 Puncto mit dieser gemein hat» nämlich den Wendepunct 
und n — 3 einfache Darchschnittspuncte. 

b. Ort der Durchschnittspuncte der r-ten und 
^-ten Polaren eines Punctes. Analog beiteist man, dasz, 
wenn der Pol eine Curve Cm beschreibt, die Durchschnitts- 
puncte der r-ten und ^ten Polaren eine Curve der [m,n(r+s) 
-*>2i9i.r.tf]-ten Ordnung erzeugen > i^elche die Grundcurve in 
den Durchschnittspuncten derselben mit Cm berührt. Es ist 
dabei bemerkenswertb, dasz die Zahl m.n(r+s)-'2m.r.9 sich 
nicht ändert, wenn man n—r und n-^s ffir r und s substituiert. 



§. 18. 

Anwendimir »uf dürren aswetter Ordnunir. 

107. Pol und Polare der Kegelschnitte. Nimmt man 
in den soeben auseinandergesetzten Theoremen ii = 2, so fol- 
gen sehr interessante Resultate för die Theorie der Kegel- 
schnitte. 

In der Ebene der Curve C^ der zweiten Ordnung sei ein 
Pol o angenommen» dann ist nach Nr. 68« der Ort der conjugier- 
ten harmonischen Puncte von o in Bezug auf die Durchschnitts* 
puncte der Curve mit einer durch o gelegten, um diesen Punct 
sich drehenden Geraden die gerade Polare von o. Geht die 
Polare von o durch einen zweiten Punct 0', so geht nach Nr. 69ii. 
umgekehrt die Polare von o* durch o. Alle Gerade, welche 
durch einen Punct o gehen, haben daher ihre Pole auf der 
geraden Polare von o, und es sind umgekehrt die Puncte einer 
beliebigen Geraden die Pole von Geraden» die sich Im Pole 
der gegebenen Geraden schneiden. 

Es hat also jeder Punct nur eine bestimmte gerade Polare 
und umgekehrt jede Gerade nur einen einzigen Pol« Daraus 
folgt : 

Lehrsatz I. Die Puncte einer Geraden bilden eine pro- 
Jectivische Puncireihe des von ihren respecHven Polaren 
gebildeten StralenbüscheU ; 

und hieraus weiter: 
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Lehrsatx IL Dom Dom^eiperkäUmM* von vier Germäem 
die sieh in einem Pkneie schneiden, isi ^ieiek dem D^ß- 
peiverkäUnin der vier Pole dieser Geraden*}. 

Nach Nr. 70. schoädet die Polare eines Ptonctes o deo 
Foodameotalk^elschDitt io den Puncten, in wetcben dieser 
voD Geraden die dorch o gehen» berührt wird. 

Betrachten wir den Fnndamentalkegekchnitt als eine Carve 
zweiter Classe, so folgte wenn wir darch einen beliebigen 
Pnnct einer gegebenen Geraden die beiden Tangenten der Cnrre 
ziehen, dasz der zu der gegebenen Geraden in Bezog auf die 
beiden Tangenten zugeordnete harmonische Stral nach Nr. ^ 
dorch einen festen Ponct geht, nämlich dorch den Pol der ge- 
gebenen Geraden. 

Zwei Figoreo, deren eine die Pole ond Polaren der Gera- 
den ond Pnncte der andern enthält, heiszen poiarisek ree^frok. 
Aof die wenigen Principien, die wir soeben aoseinandersetzten, 
gründet sich die berühmte Methode von Ponceiei**), mittelst 
welcher man von den Eigenschafteo der einen Figor zo denen 
der andern Figor übergeht. 

108. Conjagierte Pole ond Polaren. 



Zwei Fancte o und </, von denen, 
jeder anf der Polare des andern liegt, 
heiszen conjugierU Pole. Die unbe- 
grenzte Zahl von Paaren conjngier- 
ter Pole, welche anf einer Geraden 
liegen, bilden eine quadratische Inro- 
Intion, deren zwdfache Pnncte die 
Durchschnittspuncte des Kegelschnit- 
tes mit der Transversale sind. Folg- 
lich sind die Pnncte des Fundamen- 
talkegelschnittes sich selbst conjngiert. 



Die Polaren zweier eonjngiater 
Pole, das heiszt zwei Gerade, tob 
denen jede durch den Pol der andern 
geht, heiszen cotyugierU Polaren, Die 
unbegrenzte Zahl conjugierter Pola- 
ren, die alle durch denselben Pnnct 
gehen, bilden eine quadratische Invo- 
lution, deren Doppelstralen die Tan- 
genten des Fundamentalkegelschnitts 
sind, die man durch den gegebenen 
Pnnct an denselben legen kann. Folg- 
lich sind diese Tangenten sich selbst 
conjugierte Polaren. 



*) Chasles, Memoire de g^m&rie sur deux principes g^niraux de la 
»dence etc. (M^moires couronn^ par TAcad^mie B. de Bmxelles, LH, 1837, 
p. 582). 

**) Ponceletf Trait^ de» propriit^ projeetives det ßgures^ Paris, 1822. 
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a. Conjugierte Dreiecke und Dreiseite. 



Zwei conjugierte Pole und der Fol 
der Geraden, welche dieselben verbin- 
det, bestimmen ein Dreieck, in dem 
jede Seite die Polare des Gegenschei- 
tels ist. Das so bestimmte Dreieck 
hciszt dem gegebenen Kegelschnitte 
conj'ugiert» 



Zwei conjugierte Polaren und die 
Polare ihres Durchschnittspunctes bil- 
den ein Dreiseit, in welchem jeder 
Scheitel der Pol der Gegenseite ist. 
Dieses Dreiseit heiszt dem gegebenen 
Kegelschnitt conftigiert. 



6. Eigenschaften des einem Kegelschnitte ein- 
geschriebenen Vierecks und des demselben umge- 
schriebenen Vierseits. 



Zieht mau durch den Punct/) zwei 
Transversalen, welche einen Kegel- 
schnitt in den vier Puncten 6, c; a, d 
schneiden, und sind g, r die Durch- 
schnittspuncto der Gei'adenpaare(ca,&<f) 
und (a6, cd)^ so ist qr die Polare von 
Pf und es ist also im Dreieck pqr 
jeder Scheitel der Pol der Gegenseite. 
Dies ist eine unmittelbare Folge aus 
den in Nr. 5. auseinandergesetzten £i- 
genschaflen des vollständigen Vier- 
ecks abcd. Daraus ergibt sich: 

Lehrsatz III. Alle einem voU- 
ständigen Viereck umgeschriebenen Kc" 
gelschnitte sind dem Dreieck, welches 
durch die drei Diagonalpuncte gebüdet 
wird, conjugiert. 



Zieht man durch zwei Puncto ei- 
ner Geraden P vier Tangenten B, C; 
A, D an einen gegebenen Kegelschnitt 
und sind Q und B. die Geraden, wel- 
che durch die Pnnctepaare (fiA, B'D) 
und {A'B, OD) gehen, so ist der Punct 
Q'R der Pol der Geraden P, und es 
ist also im Dreiseit PQR jede Seite 
die Polare des Gegenscheitels. Dies 
ist eine unmittelbare Folge aus den 
in Nr. 5. auseinandergesetzten Eigen- 
schaften des vollständigen Vierseits 
ABCD. Daraus ergibt siehe 

Lehrsatz III'. Alle einem Vier- 
seit eingeschriebenen Kegelschnitte sind, 
dem von den drei Diagonalen gebilde- 
ten Dreiseite conjugiert. 



c. Gemeinschaftliche conjugierte Dreiecke oder 
Dreiseite zweier Kegelschnitte. Nach Nr. 89. ist im 
Allgemeinen ein Puncto der in Bezug auf zwei Curven eines 
Büschels dieselbe gerade Polare hat» für eine Curve des Bfi* 
schels ein Doppelpunct» das heiszt, zwei Kegelschnitte können 
auszer dem Dreieck , deszen Scheitel die drei Dpppelpuncte 



p. 122. — . Mim^ire sur la thiorie des poknres r^proques, (Cr« 2/f« Jotumal, 
T. 4. BerUn, Reimer 1829. S. 1). 
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des Büschels sind, das durch sie bestimmt wird« kein weiteres 
gemeinschaftliches conjugiertes Dreieck haben. Es sind daher 
die Diagonalpuncte des vollständigen Vierecks» das durch die 
gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte zweier Regelschnitte 
gebildet wird, und die Diagonalen des vollständigen Yierseits, 
das durch die gemeinschaftlichen Tangenten dieser Kegel- 
schnitte entsteht, bezüglich die Scheitel und die Seiten des 
einzigen Dreiecks, das beiden Curven gleichzeitig conjugiert ist. 

d. Besonderer Fall des Satzes von Pascal. Der 
Satz von Pascal in Nr. 45r. für ein einem Kegelschnitt ein- 
geschriebenes Sechseck liefert, wenn man den zweiten Eck- 
punct dem ersten unendlich nahe nimmt, und ebenso den fünften 
unendlich nahe dem vierten, die folgende Beziehung zwischen 
vier Puncten eines Kegelschnittes und den Tangenten in zwei 
derselben : 

Lehrsatz IV. Ist ein Yfer£ck einem KegeischniUe ein- 
geschrieben, so schneiden sich die^Tangenlen durch zwei 
der Eckpuncte auf der YerbindungsgH'ßden vweier Diago- 
nalpuncte. 

Uieraus schlieszt man leicht, das die Diagohdlen des aus 
vier Tangenten eines Kegelschnittes gebildeten V^rseits die 
Seiten des Dreiecks sind, deszen Scheitel die Diagonalpuncte 
des durch die vier Berührungspuncte gebildeten Viereckk sind. 

e. Netz zweiter Ordnung. Sind von einem vollstän- 
digen Vierecke abcd die drei Diagonalpuncte p, g, r und^in 
Scheitel a gegeben, so ist dasselbe nur auf eine einzige Weil 
bestimmbar. Es ist nämlich der Scheitel ö der zu a in Bezu|^ 
auf die Puncte zugeordnete harmonische Punct, in denen pq 
und pr die Gerade ar schneiden; u. s. w. Folglich bikien die 
Kegelschnitte, welche durch denselben Punct a gehen, und 
demselben Dreieck pgr conjugiert sind, ein Gurvenbüschel und 
wir haben daher nach Nr. 92. : 

Lehrsatz V. Die GesamnUheit der Kegelschnitte, die 
einem gegebenen Dreiecke conjugi^t sind, bildet ein Net%. 

f. Netz zweiter Ordnung. Fortsetzung. Die Cur- 
ven dieses Büschels, welche einen gegebenen Abschnitt 00* 




\ 
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harmonisch teilen, bilden ein Curvenbfischel. Ist nämlich i ein 
beliebiger Panet, so haben alle Regelschnitte, die durch i gehen^ 
drei weitere Puncte gemein, das heiszt nach Nr. 49. schneiden 
sie die Gerade 00* in Punctepaaren, die in involntion stehen. 
Nach Nr. 250. aber bilden die Punctepaare, welche 00' harmo- 
nisch teilen, ebenfalls eine Involution und die beiden Involutio- 
nen haben ein Paar conjugierter Puncte gemein ; durch i geht 
also nur ein einziger Kegelschnitt des Netzes, der den gegebe- 
nen Bedingungen Genüge leistet, w. z. b. w. Mit andern Wor- 
ten, das Netz enthält ein KegelschnittsbQschel , für deszen 
einzelne Curven die Puncte o und o' coojugierte Pole bilden. 

Zwei Büschel eines Netzes haben immer eine Curve ge- 
mein. Sucht man daher den Kegelschnitt des Netzes, für 
welchen sowol zu 0' als zu o*' conjugiert ist, oder, was das- 
selbe ist, für welchen o die Polare 0^0'* hat, so läszt die Auf- 
gabe nur eine einzige Auflösung zu, das heiszt, es gibt nur 
einen Kegelschnitt, in Bezug auf den ein gegebenes Dreieck 
conjugiert ist, und ein gegebener Punct der Pol einer gegebe* 
nen Geraden. 

g, Bedingung, unter der zwei Dreiecke demsel- 
ben Kegelschnitte conjugiert sind. Es seien pgr und 
p'q'r* zwei dem Fundamentalkegelschnitte conjugierte Dreiecke; 
» und t die Puncte, in denen die Geraden p*g' und p*r' die 
Gerade qr schneiden; s* und /' die Puncte, in denen q*r* von 
pq und pr geschnitten wird. Offenbar sind dann die Polaren 
der Puncte q, r, s, t die Geraden p{r,q,r',^, welche q'r* 
in den Puncten r, s% r\ ^ schneiden. Das System dieser vier 
Geraden und das ihrer vier Pole hat nach Nr. 107. dasselbe 
anharmonische Verhältnisz, das heiszt es ist 

also auch nach Nr. 1. 

{qrat) = (s'fq'r^, 

das heiszt, die vier Geraden pq, pr, p'q*, p*f* schneiden die 
Geraden qr un^ q*r* in zwei Systemen von vier Puncten, die 
dasselbe Doppelverhältnisz haben. Die sechs Seiten der bei- 
den gegebenen Dreiecke bilden daher nach Nr. 60. ein Sechs- 
seit von Brianchon. Auszerdem haben aber die beiden 
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Büschel von je vier Geraden p'{g, r, f*, r') und p{q, r, q*, r') 
ebenfalls dasselbe anbarmoniscbe Verhftitnisz« so dasz nach 
Nr. 59. die sechs Scheitel der eben benfitzten Dreiecke ein 
Sechseck von Pascal*) bilden. Daraus folgt: 

Lehrsatz VI. Sind %wei Dreiecke einem KegelschniUe 
umgeschrieben, so sind sie auch einem zweiten Kegel- 
schnitte eingeschriebenf und umgekehrt. 

Lehrsatz VII. Damit %wei Dreiecke demselben Kegel* 
schnitte conjugiert sind, ist notwendig aber auch hinrei" 
chend, däsi& sie einem andern Kegelschnitte umgeschrieben, 
oder einem dritten Kegelschnitte eingeschrieben sinA 

Diese Eigenschaft kann man auch dahin aussprechen^ dasz 
ein Kegelschnitt, der fünf von den sechs Seiten zweier einem 
gegebenen Kegelschnitt conjugierter Dreiecke berührt« auch 
die sechste berührt, und dasz der Kegelschnitt, welcher durch 
fünf der Scheitel dieser Dreiecke geht, auch durch den sechsten 
beschrieben ist. Hieraus folgert sich: 



Lehrsatz VUI. Berührt ein 
KegebchniU die Seiten eines einem zwei- 
ten Kegelschnitt conjugierten Dreiecks, 
so sind eine unbegrenzte Zc^l anderer 
diesem letzteren conjugierter Dreiecke 
dem ersten Kegelschnitte umgeschrieben, 
das heiszt, die Tangenten, welche vom 
Pole einer jeden Tangente des ersten 
KegelschniUes in Bezug airfden zwei- 
ten an beide Kegelschnitte gelegt wer^ 
den können, bilden ein harmonisches 
StraUnbiischeL 



Lehrsatz Vlir. Geht ein Ke- 
gelschnitt durch die Scheitel eines einem 
zweiten Kegelschnitte conjugierten Drei- 
ecks, so ist er noch einer unbegränzten 
Zahl anderer dem letzten Kegelschnitte 
conjugierter Dreiecke umgeschrieben, das 
heiszt, jeder Punct des ersten Kegel- 
schnitts ist in Bezug auf den zweiten 
der Pol einer Geraden, welche die bei- 
den Curven in vier harmonischen Pun- 
cten schneidet. 



109. Lehrsatz von Hesse. Die einem Viereck abed 
umgeschriebenen Kegelschnitte werden nach Nr. 49. von einer 
beliebigen Transversale in Punctepaaren geschnitten, die eine 



*) Steiner, Sgstematisdie Eniwickelung der Abh&r^gkeit geometrischer 
Gestalten von einander, Berlin 1882, S. 808. (Aufg. 46). — Chasles, 
Mimoire sur les lignes conjointes dans les coniques. (Journal de M. Liou- 
ville aoüt 1838, p. 396). 
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Involution bilden. Unter diesen Kegelschnitten sind drei, die 
aus einem Paar f^erader Linien bestehen; so dasz also die 
Paare von Gegenseiten {bc^ ad)^ (ca, öd) (ab, cd) des Vierecks 
die Transversale in sechs Puncten afy Oi ; b\ bi ; c*, Ci schnei- 
den, die in Involution stehen*). Werden umgekehrt die Seiten 
eines Dreiecks abc von einer Transversale in den Puncten af, 
b*9 c* geschnitten, und sind diese Puncte mit den Puncten ai, 
6i, Ci derselben Transversale in Involution, so schneiden sich 
die Geraden aan bbi, cCi in demselben Puncte d. 

Es sei nun ein Dreieck abc gegeben, deszen Seiten bc, 
ca, ab eine Transversale bezuglich in den Puncten a', b\ & 
schneiden ; auszerdem sei ein Kegelschnitt gegeben, für vrelchen 
die Puncte ^i, bi, c^y die in derselben Transversale liegen, 
die respect. conjugierten Pole von a\ b\ & sind. Unter diesen 
Bedingungen sind nach Nr. 108. die Punctepaare a*, ^i ; b% d^; 
c\ C| in Involution und die Geraden aai, bb^, cci gehen folg- 
lich durch denselben Punct d. Setzen wir nun noch voraus, 
dasz a und b die respectiven conjugierten Pole von a' und b* 
sind, so sind aai und bbi bezüglich die Polaren der Puncte a' 
und b*9 so dasz dann d der Pol der Transversale ist. Die Po- 
lare von & ist daher auch cCi, und die Puncte c und & sind 
ebenfalls conjugierte Pole. Wir haben somit den Satz: 

Lehrsatz IX. Bilden die Endpuncte zweier Diagonalen 
aa' und bb' eines vollständigen Vierseiis in Bezug auf ei- 
nen gegebenen KegelschniU zwei Paare conjugierter Pole, 
so sind auch die Endpuncle der dritten Diagonale cc* con- 
jugierte Pole für denselben Kegelschnitt**). 



♦) Fallen die Puncte o, 6, c, d paarweise zusammen, das heiszt, be- 
rühren sich die Kegelschnitte des Büschels in zwei Puncten o und c, so 
reducieren sich die beiden Paare von Gegenseiten des Vierecks auf die Be- 
rühmngssehne acy als das System zweier zusammenfallender Geraden be- 
trachtet. Das dritte Paar Gegenseiten wird durch die den beiden gegebenen 
Kegelschnitten gemeinschaftlichen Tangenten gebildet. Folglich bestimmen, 
wenn ein Kegelschnitt und zwei seiner Tangenten von einer Transversale 
geschnitten werden, die vier Durcbschnittspunctc eine quadratischen Involu- 
tion, deren einer Doppelpunct auf der Berührungsschnc liegt. 

**) Hesse, De ocio punctis intersectionis trium superßcierum secundi 
ordinis. (Dissertatio pro venia legendi), Regiomonti , 1840, p. 17. 

Cremona, Ebene Curven. \i 
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110. Reciproke Polaren. Durchläoft ein Pol eine ge» 
gebene Carve Cm der iBi-ten Ordnung, die ö Doppelponete ond 
% Spitzen bat, so ballt die gerade Polare in Bezog anf den 
Fondamentalkegelscbnitt C^ eine zweite Cnrve der m-ten Classe 
mit d Doppeltangenten und % Weodepuncten ein, die nach 
Nr. 103. aucb der Ort der Pole der Tangenten von Cm ist. 
Diese beiden Cnrven beiszen reciproke Polaren. 

a, Fälle, wenn die Fnndamentalcurve aus zwei 
Geraden oder zwei Puncten bestebt. 



Ist die I'undamentalciirve C, das 
System zweier Cieradeii, die sich im 
Fnncte t schneiden, so geht die Po- 
lare jedes beliebigen Fnnctes o durch 
i, und sie ist nach Nr. 73 &. der con- 
jugierte harmonische Stral von oi in 
Bezug auf das Stralenpaar, aus denen 
der Fundamentalkegelschnitt besteht 
Die Polare des Punctes t selbst ist 
aber nach Nr. 72. unbestimmt, das 
heiszt, jede beliebige Gterade der 
Ebene kann als Polare von t ange- 
sehen werden. Hieraus folgt, dasz 
jede Gerade, die durch % geht, eine 
unbegrenzte Zahl Pole hat, die alle 
in einer zweiten Geraden liegen, die 
gleichfalls durch i geht, während eine 
Gerade, die nicht durch i gezogen 
ist, nur diesen einzigen Pnnct als Pol 
hat ♦). 

Ist daher eine Curve der r-ten 
Classe gegeben, als Einhüllende von 
geraden Linien betrachtet, so ist ihre 
reciproke Polare, das heiszt der Ort 



Ist die Fundamentalcurve C„ als 
Einhüllende zweiter Classe angesehen, 
ein Punctepaar o, o', so liegt der 
Pol einer jeden Geraden R auf der 
Greraden oo*, und der Abschnitt oo' 
wird durch den Pol und die Polare 
harmonisch geteilt. Der Pol der 
Geraden oo' aber ist unbestimmt, das 
heiszt, jeder Punct der Ebene kann 
als Pol dieser Geraden angenommen 
werden. Jeder Punct der Geraden 
o<f selbst hat also eine unbegrenzte 
Zahl Polaren, die sich alle in einem 
zweiten Puncte derselben Geraden 
schneiden, w&hrend ein beliebiger 
anszerhalb oo' gelegener Punct nur 
diese eine €rerade oo* selbst zur Po- 
lare hat. 



Ist daher eine Cui've r-ter Ordnung 
gegeben, so ist ihre reciproke Polare, 
das heiszt die Einhüllende der Polaren 
ihrer Puncte, das System von r Pun- 



*) Ist der Kegelschnitt ein System zweier zusammenfallender Geraden, 
so stellt diese die Polare eines beliebigen Punctes der Ebene vor. Es ist 
klar, dasz in diesem Falle jede Grerade in der Ebene den Kegelschnitt in 
zwei zusammenfallenden Puncten schneidet. Analoges l&szt sich von einem 
Kegelschnitt, als Einhüllende betraditet, sagen, welcher ans dem System 
zweier zusammenfallender Puncte besteht. 
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der Pole ihrer Tangenten, das System 
von r Geraden, die durcli i gehen, 
und die der Beihe nach die conjfi- 
gierten harmonischen Stralen der r 
Tangenten sind, die man von i an 
die gegebene Curve in . Bezug auf die 
beiden Geraden, aus denen C^ be- 
steht, legen kann. 



cton, die sämmtlicb mit .o und o* in 
gerader Linie UegeQ und in Bezug 
auf diese beiden JE^unat^ 4ie conjugler« 
ten hfirmonischen Punkte der Durch- 
schnittspuncte der gegebenen CuiTe 
mit der Geraden oo' sind. 



b. Curve von Hesse eines Netzes zweiter Ord- 
dnung. Unter Annahme der links stehenden Voraussetzung 
ist augenblicklich klar, dasz i der Scheitel eines jeden conju- 
gierten Dreiseits sein wird^ und dasz zwei Seiten dieses Drei- 
seits mit den beiden Geraden, aus denen die Fundamentaicurve 
besteht, ein harmonisches Stralenbüschel bilden. Ist umgekehrt 
ein gegebenes Dreiseit einem Kegelschnitte conjugiert, der aus 
dem System zweier Geraden besteht« so müszen diese sich in 
einem der Eckpuncte schneiden und mit zwei Seiten dieses 
Dreiseits ein harmonisches Stralenbüschel bilden; speciell wird 
eine jede Seite des Dreiseits, als das System zweier zusam- 
menfallender Geraden betrachtet, einen dem Dreiseit conjugier- 
ten Kegelschnitt darstellen. Die drei Geraden, welche das Drei- 
seit bilden, enthalten folglich sämmtliche Doppelpuncte der 
Kegelschnitte, welche diesem Dreiseit conjugiert sind, und es 
gilt daher nach Nr. 92. und Nr. 108c. der Satz: 

Lehrsatz X. Die Curve von Hesse eines Net%es, das 
durch die einem gegebenen Dreiseit conjugierien Kegel' 
schfdite giebildet wird, ist dieses Dreiseit selbst. 



111. Reciproke conische Polaren. Dem allgemeinen 
Theorem in Nr. 110. gemäsz ist die reciproke Polare eines 
Kegelschnittes K in Bezug auf einen andern Kegelschnitt C% 
ein dritter KegeUehnitt A''. Die beiden Curven K und JT haben 
dabei die Beziehung unter einander, dasz die Tangenten eines 
jeden von ihnen die Polaren der Puncte der and^ro in Be- 
zug auf CjB als Fundamentaicurve sind. In den vier Puncten, 
welche die Grundcurve G^ mit K gemein hat^ wird sie von den 
vier Tangenten, die sie mit K* gemein hat, berührt, und es 
sind somit nctcfa Nr. IQßd. die dre( Kegelschnitte C^^ K und K* 
ein und demselben Dreiecke conjugiert. 

11* 
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a. Fortsetzung. IstR die Polare des Panctes r in Be- 
zug auf K, und sind r' und R hezö'glicH der Pol und die Po- 
lare von R und r in Bezug auf C2, so musz offenbar r* der 
Pol von R* in Bezug auf K sein. 

ö. Einem Viereck oder Vierseit um- oder einge- 
schriebene reciproke conische Polaren. Die gemein- 
schaftlichen Durchschnittspuncte der beiden Curven K und K' 
sind in Bezug auf C^ die Pole der gemeinschaftlichen Tangen- 
ten derselben Kegelschnitte. Hieraus folgert sich, dasz« wenn 
mehrere Kegelschnitte ein und demselben Viereck umgeschrie- 
ben sind, ihre reciproken Polaren ein und demselben Vierseit 
eingeschrieben sein werden» und da die ersten Kegelschnitte 
von einer beliebigen Transversale in Punctepaaren » die in In- 
volution stehen 9 geschnitten werden , so stehen auch die Stra- 
lenpaare, die man von einem beliebigen Puncte an die einem 
Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte legen kann, in Invo- 
lution. 

c. Zahl der Kegelschnitte, für welche zwei ge- 
gebene Kegelschnitte reciproke Polaren darstellen. 
Sind die beiden Kegelschnitte JT und K' a priori gegeben, schnei- 
den sich dieselben in den Puncten a, ö, c, d und haben sie 
die gemeinschaftlichen Tangenten Ä, B, C, D^ so musz der Ke- 
gelschnitt, in Bezug auf den K und K' reciproke Polaren vor- 
stellen, nach Nr. 111. dem Dreiecke conjugiert sein, das durch 
die Diagonalpuncte des Vierecks abcd und durch die Diagona- 
len des Vierseits ABCD gebildet wird (m. s. Nr. 108c.). Um 
diesen Kegelschnitt vollständig zu bestimmen, genSgt es nach 
Nr. 108/1 die Bedingung hinzuzufügen, dasz der Punct a in Be- 
zug auf ihn der Pol einer der vier Geraden ii, B, (7, D sei. 
Hieraus folgt: 

Lehrsatz XI. Es gibt stets vier Kegelschnitte, in Bezug 
auf welche %wei gegebene Kegelschnitte reciproke Polaren 
darstellen* 

d. Dreiecke die einem Kegelschnitte conjugiert 
und einem zweiten ein- oder umgeschrieben sind. 
Es seien zwei Kegelschnitte K und JT gegeben, von denen der 
erste einem dem zweiten conjugierten Dreiecke pqr umgeschrie- 
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bell sei. Ist C^ ein Kegelschnitt, in Bezug auf weleheil die 
gegebenen reciproke Polaren vorstellen^ und sind die Geraden 
P, Qy R die Polaren der Puncte p^ g, r in Bezug auf C^,, so 
wird das Dreiseit PQR dem Kegelschnitt Kf umgeschrieben sein. 
Das Dreieck pqr ist aber dem Kegelschnitt JT conjugiert vor- 
ausgesetzt^ und es musz folglich nach ü. das Dreiseit PQR 
dem Kegelschnitte K conjugiert sein. Das gibt auch : 

Lehrsatz XII. Ist ein Kegelschnitt einem Dreieck um- 
geschrieben, dcLs einem zweiten Kegelschnitte conjugiert 
isty so ist gleichzeitig dieser zweite Kegelschnitt einem dem 
ersten Kegelschnitt conjugierten Dreiseit eingeschrieben, 
und umgekehrt*). 

Nehmen wir noch Rucksicht auf den doppelten Ausdruck 
des Satzes in Nr. 108^., so haben wir: 

Lehrsatz XIII. Ist ein Kegelschnitt einem Dreiseit ein- 
geschrieben, das einem zweiten Kegelschnitte conjugiert 
ist, oder auch einem diesem Kegelschnitte conjugierten 
Dreieck umgeschrieben, so ist die reciproke Polare des 
zweiten Kegelschniltes in Bezug auf den ersten die Ein- 
hüllende einer Geraden, welche die beiden Kegelschnitte 
harmonisch schneidet, und die reciproke Polare des ersten 
Kegelschnitts in Bezug auf den zweiten ist der Ort der 
Puncte, von denen die Tangenten an die gegebenen beiden 
Kegelschnitte ein harmonisches Stralenbüschel bilden, 

e. Kegelschnitte, deren Tangenten zwei gegebene 
Kegelschnitte in harmonischen Puncten schneiden. 
Unter der Annahme, es seien zwei Kegelschnitte K und K' ge- 
geben, stellen wir die folgenden allgemeinen Aufgaben**): 



Welches ist die Einhüllende einer 
Geraden, die zwei gegebene Kegel- 
schnitte in vier harmonischen Puncten 
scheidet? Wieviel Gerade, die diese 
Eigenschaft besitzen, gehen durch öi- 
nen beliebigen Punct, z. B. durch einen 



Was ist der Ort der Puncte, durch 
welche man ein harmonisches Tan- 
gentenbüschel an zwei gegebene Ke- 
gelschnitte legen kann? Wieviel 
Puncte, die diese Eigenschaft besitzen^ 
gibt es auf einer beliebigen Geraden, 



*) Hessey Vorlesungen über cmaly tische Geometrie des Raumes, Leipzig, 
Teubner 1861. S. 715. 

**) V. Staudty üeher die Curven zweiter Ordnung. Nürnberg 1831. S. 25. 



der vier geraeiMchaftlichen Dotcli- 
schniHspancte o, b, c, d der beiden 
gegebenen K^elschnitte ? 

Ounit ia)ne durch a gesogene Oe- 
ntde K nnd K' io Tier hftrmonijcheii 
Fdnoten «oliB^det, mOBMn drai der- 
selben tnic a zuiunmen&llen, dai 
heiazt, die einzigen Tangenten, die 
man darcb a an die gesachte Einhül- 
lende legen kann, sind die beiden 
Geraden, welche in diesem Pancte den 
einen oder andern Kegelschnitt berüh- 
ren. Die Einhüllende ist also ein 
Kegelschnitt F, der die acht Gleraden 
berührt, welche die Tangenten der bei- 
den gegebenen Kegelschnitte in den 
gemeinschaftlichen Dnrchschnittspon- 
cten a, b, c, d darstellen. 

Von diesen acht Geraden sind 
nach Nr. 111. die vier, welche £' be- 
rflhren, glMchzeitig Tangenten der 
rectproken conischen Polare S von 
K in Bezi^ anf £', nnd es sind 
also die Kegelechoitte £', S, F deas- 
selbenViecBeiteingescliheben. Schnei- 
det also eine Tangente von H, die 
nicht gleiebzeitig eine solche von £' 
ist, K und K' in hännonischen Pnn- 
cteil, so fallen die KegelBChnitte H 
und F zusammen. Diee geschieht 
z. B. nach d., sobald K einem zu K' 
conjngiertem Dreiecke nmgcschrieben 



z. B. anf einer der gemeinschaMchen 

Tangenten Ä, B, C, B der beiden 
gegebenen KegelscbnitK? 



Die einiigeU Dnrchsobn: 



Ghraden A mit dem Orte, dOn 
wir bestimmen wollen , sind offenbar 
die Fand«, in denen diese Gerede 
den einen oder andern der gegebenen 
Kegelschnitte berührt. Der gesuchte 
Ort ist daher ein Kegdschnilt F', 
der durch die acht Pnncie geht, in 
denen die gegebeneu. Eegelechnitlo 
von ihren gemeinschaftlichen Tan- 
genten berührt werden. 



Von diesen acht Pnncteo gehC- 
)-cn die Tier, welche anf K liegen, 
auch der reciproken eonischen Polare 
E' Ton K' in Bemg auf K an, das 
heiszt, die Kegelschnitte K, H', F" 
gehören lu ein nnd demselben Cnr- 
venböschel. Ist non ein Pnnct von 
H', der nicht auch auf K liegt, Mit- 
telpnnct eines harmonischen Tangen- 
tenhüechels an K nnd K', so fallen 
dia Kegelschnitte W und f in einen 
einzigen zusammen. Dies geschieht 
z. B. nach d., sobald K' einem zu K. 
conjngien«n Drei seit eingeschrieben ist. 



Ist C^ ein KegeUcbnitt, für den K und K' reciproke Pola- 
ren sind, ao sind offenbar die Kegelschnitte F und F' , so wie 
ebenso H nnd H' in Bezng auf C^ ebenfalls reciproke Polaren. 

Dreiecke, die einem Kegelschnitte conjugiert 
Binem andern ein- oder unigescbrieben sind. 
etzung. Es seien K, S, K" drei ei» und demselben 
k abeä umgeschriebene Kegelsebnilte, und es seien 
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auszerdem die beiden ersten bezüglich zwei Dreiecken umge- 
schrieben, die beide demselben Kegelschnitte C^ conjugiert sind. 
Unter diesen V^oraussetzungen werden die reciproken cooischen 
Polaren H, H*, H** der ersten Kegelschnitte in Bezog auf C% 
nach b. sämmtlich von den Geraden A, B, C, D^ den Polaren 
der Puncto a, ö, Cy d in Bezug auf C^» berährt werden. Die 
Gerade Ä schneidet daher nach d. sowol die beiden Kegel- 
schnitte £«£ u"^ ^f &1^ <li® beiden andern C2 und K* in harmo- 
nischen Puncten, das heiszt, die Durchschnittspnncte von Ä und 
CjB sind die Doppeipuncte der quadratischen Involution» welche 
durch die Kegelschnitte des Büschels (iTi?) auf Ä bestimmt 
wird. A schneidet deshalb auch C^ und K" in harmonischen 
Puncten» und es folgt somit nach e,: 

Lehrsatz XIV. Sind in zwei Kegelschnitten je ein ei- 
nem gegebenen Kegelschnitte conjugiertes Dreieck einge- 
schrieben, so ist auch jeder andere Kegelschnitt, der 
durch die gemeinschaftlichen Durchschmttspuncte der 
ersten beiden beschrieben ist^ einem dem gegebenen Ke- 
gelschnitte conjugierten Dreiecke umgeschrieben. 

Wlbis, Curvenreihen zweiter Ordnung. Unter den 
Kegelschnitten, die durch vier Puncte ä» b, c, d beschrieben 
sind» gibt es nach Nr. 49. %teei, welche eine Gerade L berühren» 
und es bilden daher die Kegelschnitte» welche durch drei Puncte 
a» öf c gehen und eine gegebene Gerade L berühren» eine Reihe 
vom Index 2. 

Unter den Kegelschnitten dieser Reihe gibt es nach Nr. 85. 
vier die eine andere Gerade M berühren. Die Kegelschnitte 
daher» die» durch zwei Puncte a und b beschrieben» zwei ge- 
gebene Gerade L und M berühren» bilden eine Reihe vom In- 
dex 4. Die Puncte a, b und die» in denen ab die Geraden 
L und M schneidet» bestimmen eine quadratische Involution» 
deren Doppeipuncte durch f und f bezeichnet werden mögen. 
In ihnen schneiden sich nach Nr. 109.» Anmerkung 1. die Be- 
rührungssehnen aller Kegelschnitte der Reihe mit den gemein- 
schaftlichen Tangenten L und M. Soll die Berührungssehne 
durch f gehen, und der Kegelschnitt durch einen dritten Punct 
c» so gibt es zwei Auflösungen der Aufgabe» die durch die 
Doppeipuncte der andern Involution individualisiert werden» 
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welche die Puncte a, c mit den gemeinsebafltiichen Durch* 
schnittspuncteD der Geraden ac und der Tangenten L und M 
bilden *). Die erwähnte Reihe Kegelschnitte vom Index 4 zer- 
ßillt also in zwei verschiedene Reihen, jede vom Index 2, ent- 
sprechend den beiden Buschein Beröhrungssehuen« die sich in 
f oder in f schneiden **). Die geraden Polaren eines beliebi- 
gen Punctes in Bezug auf die Kegelschnitte einer beliebigen 
der beiden eben erwähnten Reihen bilden eine neue Reihe vom 
Index 2. Da die Reihe Kegelschnitte und die Reihe von Ge- 
raden projectivisch sind, so erzeugen sie nach Nr. 83. durch die 
gegenseitigen Durchschnittspuncte ihrer homologen Elemente 
eine Curve sechster Ordnung, die nach Nr. 85. der Ort der Be- 
riihrungspuncte zwischen den Geraden, welche durch gehen, 
und den Kegelschnitten der Reihe ist. Dieser Ort ist aber 
aus einer Curve der vierten Ordnung und aus der zweimal ge- 
nommenen Geraden aö zusammengesetzt. Ist nämlich m ein 
Punct von aö, so führt jeder der beiden Kegelschnitte der Reihe, 
die durch m gehen, auf das System zweier mit ab zusammen- 
fallender Geraden, und somit, wird dieselbe von der Geraden 
om in zwei mit m zusammenfallenden Puncten geschnitten. Der 
Punct m zählt also zweimal als Beruh rungspunct zwischen den 
Geraden, welche von o ausgehen, und den Kegelschnitten der 
Reihen vom Index 2, die wir betrachten. Die Curve der vier- 
ten Ordnung geht zweimal durch 0, und es musz daher eine 
beliebig durch o gezogene Gerade N nach Nr. 85. noch zwei 
Kegelschnitte der Reihe in andern Puncten berühren, und dem- 
gemäsz auch noch zwei Kegelschnitte der zweiten Reihe. Es 
gibt somit vier Kegelschnitte, die drei gegebene Gerade L, 
M, N berühren und durch zwei gegebene Puncte a und b gehen. 

Aus dem Letzten folgt, dasz die Kegelschnitte, die durch 
einen Punct a beschrieben sind und von drei Geraden £, M, N 



*) Salmon, Analytische Geometrie der Kegelschnitte, deutsch bearbeitet 
von W. Fiedler, Leipzig, Teubner, 1860, S. 309 und 589. 

**) Geht die Gerade ab durch den Punct LM, so f&lU einer der Puncte 
,/', /' mit diesem zusammen, so dasz also nur eine Beihe Kegelschnitte vom 
Index 2 übrig bleibt, die dem andern Puncte entspricht, der mit LM zusam- 
men das Segment ah harmonisch teilt. Das heiszt, geht die Gerade ab durch 
den Punct LM^ so gibt es nur zwei wirkliche Kegelschnitte, die durch die 
Puncte a und b gehen, und die Geraden L, M und eine dritte N berühren. 
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berührt werden eine Reihe vom Index 4 bestimmen. Die gera- 
den Polaren eines Punetes i erzeugen eine andere Reihe von 
demselben Index, und die beiden Reihen erzeugen, da sie pro- 
jectivisch sind, einen Ort der zwölften Ordnung, der sich aber 
in eine Curve der sechsten Ordnung und in die drei Graden 
ö(JfiV), a{N^L), a(L'M), jede doppelt gezählt, auflöst. Durch 
m gehen nämlich, wenn derselbe ein Punct dieser Geraden, 
z. B. a(M'N) ist, nur zwei wirkliche Kegelschnitte, jeder der 
beiden anderen fällt mit der als das System zweier zusammen- 
fallender Geraden aufzufaszenden Geraden a(M'N) zusammen. 
Die Curve sechster Ordnung geht viermal durch i, und eine 
beliebig durch diesen Pünct gezogene Gerade H berührt daher 
in andern Puncten noch zwei Kegelschnitte der Reihe. Durch 
einen gegebenen Punct gehen also nur sswei Kegelschnitte, 
welche vier gerade Linien berühren. 

Hieraus folgt, dasz die Kegelschnitte, welche vier gege- 
bene Gerade Z, M, N, H berühren, eine Reihe vom Index 2 bil- 
den. Da dieselbe mit einer zweiten, durch die geraden Polaren 
eines Punetes n gebildeten Reihe von demselben Index pro- 
jectivisch ist, so erzeugen die entsprechenden Elemente einen 
Ort der sechsten Ordnung, der aus einem Orte dritter Ordnung 
und aus den drei Diagonalen des Vierseits LMNH zusammen- 
gesetzt ist. Ist nämlich m ein Punct einer der Diagonalen, so 
ist von den beiden Kegelschnitten der Reihe, die durch m gehen, 
nur ein einziger wirklich ein Kegelschnitt. Der andere redu- 
ciert sich auf die Diagonale selbst, als System zweier zusam- 
menfallender Geraden betrachtet. Die Curve der dritten. Ord- 
nung geht zweimal durch n , und eine beliebig durch diesen 
Punct gezogene Gerade berührt daher in andern Puncten noch 
einen Kegelschnitt der Reihe. Es gibt also nur noch einen 

einzigen Kegelschnitt, der fünf gegebene Gerade berührt. 

* 

a. Zahl der Kegelschnitte, die fünf gegebenen 
Bedingungen genügen. Wir wollen jetzt die Zahl der Ke- 
gelschnitte zu bestimmen suchen, welche fünf gegebenen Be- 
dingungen genügen (durch gegebene Puncte. gehen und gegebene 
Curven berühren*)). Ich wiederhole zuerst die folgende schon 
in Nr. 87. bewiesene Eigenschaft : 



*) Diese Curven denken wir uns in ihrer bestimmten Ordnung vollst&n- 
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Theorem I. Wenn u' KegeischnUte einer Reihe von 
Kegeiechnitien vom index m eine beOebige Gerade berüh- 
ren, so gibt es M'.ii-|-M.9i(n — 1), welche eine gegebene 
Cwrve der n-ten (Ordnung berühren. 

Die Zahl m' ist nach Nr. 86. im AllgemeioeD gleich 2m, aber 
sie kann eine Verminderung erfahren, wenn wir von den Ke- 
gelschnitten, welche die Aufgabe lusen, die Systeme von eq- 
sammenfallenden Geraden, die in bestimmten Fällen diese bil- 
den, abrechnen. Dies kann offenbar nicht eintreten, wenn die 
Kegelschnitte der Reihe durch vier oder drei gegebene Puncte 
gehen muszen. Da wir also flr ein Kegelscbnittbuschel m=1, 
m' = 2 haben, so geht das Theorem I. über in: 

T heorem II. Es gibt n(n + 1) Kegelsehnitfe, die durch 
vier Puncte gehen und eine gegebene Curve n-ter Ordnung 
berühren. 

Das heiszt nun, die Kegelschnitte, welche durch drei ge- 
gebene Puncte gehen und eine Curve n-ter Ordnung berühren, 
bilden eine Reihe vom Index fi(ii-|-1)9 und.es gibt also 2ii(ii-|-l), 
die eine gegebene Gerade berühren. Aus demselben Theo- 
rem. I. ergibt sich demnach: 

Theorem III. Es gibt n.ni(ni- l)(ii| + 1) Kegelschnitte, 
die durch drei gegebene Puncte gehen und %wei gegebene 
Curven von der Ordnung n und Hi berühren. 

Wir wiszen, dasz die Kegelschnitte, welche durch zwei 
gegebene Puncte gehen und zwei gegebene Gerade berfihren, 
eine Reihe vom Index 4 bilden, in der es vier Kegelschnitte 
gibt, die eine dritte Gerade berühren, wenden wir nun das 
Theorem I. an, bo entsteht: 

Theorem IV. Es gibt An^ Kegelschnitte, welche durch 
%wei gegebene Puncte gehen, und fswei gegebene Gerade, 
so wie eine ebenfalls gegebene Curve n^ter Ordnung be- 
rühren. 

Aus dem Theorem III. folgert sich, dasz die Kegelschnitte, 



dig allgemein, das heiszt, obne jeden vielfachen Funct, und anszerdem sowol 
unter sich, als Yon den andern gegebenen Daten der Frage yollständig un- 
abhängig. 
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weiche durch zwei Puncto geheo uod eioe Gerade und eine 
Curve n-ter Ordnung berühren» eine Reihe vom Index 2ii(ii-|-l) 
bilden, in der nach Theorem IV. 4n^ Kegelschnitte existieren, 
die eine zweite Gerade berühren. FolgUcb gibt Theorem I. : 

Theorem V. Es gibt 2«.«i(ii.fi| +ii+»t^l) Kegel- 
schmtte, die durch %wei gegebene Puncle gehen und eine 
gegebene Gerade, sowie %wei gegebene Curven von den 
Ordnungen n und ni berühren. 

Diese Zahl ist genau gleich 2ii.ni(ii-|-l)(ni-f]) weniger An^n^, 

Die Theoreme lll. und V. geben die Zahlen m und m' für 
die Reihe der Kegelschnitte, welche durch zwei Puncto gehen, 
und zwei gegebene Curvea berühren» Folglich gibt das Theo- 
rem I.: 

Theorem VI. Begibt 

n.fii.ii2(n.ni.iia-|-(n.ni-f ni.n2 + ii2*n)-h(n-fni+%)~-3) 

Kegelschnitte, die durch zwei gegebene Puncte gehen und 
drei gegebene Curven von den Ordnungen n, »i, % be- 
rühren. 

Indem wir dasselbe Theorem I. auf die Reihe vom Index 4 
der Kegelschnitte anwenden, welche durch einen gegebenen 
Punct gehen und drei gegebene Gerade berühren, von der 
wir wiszen, dasz sie je zwei Kegelschnitte enthält, die eine 
vierte Gerade berühren, so entsteht: 

Theorem VII. Es gibt 2n(2ii — I) Kegelschnitte, die 
durch einen gegebenen Punct gehen und drei gegebene 
Gerade, sowie eine gegebene Curve der n-ten Ordnung 
berühren. 

Die Theoreme IV. und VII. ergeben die Zahlen m und m' 
in Bezug auf die Reihe Kegelschnitte, die durch einen gege- 
benen Punct gehen, und zwei gegebene Gerade und eine ge- 
gebene Curve berühren. Daher ist nach Theorem I.: 

Theorem VIII. Es gibt 2f» . n^ <2ii . ni — 1) Kegelschnitt, 
die durch einen gegebenen Punct gehen, und %wei gege» 
bene Gerade, sowie swei ebenfalls gegebene Curven der 
n-ten und n^^ten Ordnung berühren* 
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Analog erhält man aas den Theoremen V. und VIII.: 
Theorem DL £$ gibt 

KegeUehnUte , die durch einen gegebenen Funet gehen, 
und eine gegebene Gercfie, sowie drei gegebene Curven 
von den Ordnungen n, ni, n^ berühren. 

Ebenso entsteht ans den Theoremen VI. and IX.: 

Theorem X. Es gibt 

n • »!• üfUs t n« ^ • % • ^(-{'(^•^•^'f ^- ^ • ^-t^ •ni^n-i-niM^.n) 

+ («.»i+'i«.«j+«.«a+«s.ni+n.Ji3+iii.jij) 
-3(n+iii+na+ii3)+3 

Kegeleehnitte , die durch einen gegebenen Punct gehen, 
und vier gegebene Curven von den Ordnungen n, ni, n^ 
113 berühren* 

Das Theorem IX. zeigte dasz für die Reihe Kegelschnitte, 
welche durch einen Punct gehen und drei Curven berühren^ 
der reducierte Wert von m' gleich 

2h — n • iii . fia(4i» + 4ii| + in^— 6) 

Ist. Diese Reduction entsteht zum Teil durch die Tangenten 
der gegebenen Curven , die sich in dem gegebenen Puncte 
schneiden, und zum Teil durch die zu zwei und zwei genom- 
menen Geraden, weiche diesen Punct mit den Durchschnitts- 
puncten dieser Curven verbinden. 

V^enn eine Gerade, die durch den gegebenen Punct so ge- 
zogen ist, dasz sie eine der drei Curven berührt, die beiden 
andern in a und b schneidet, so zählt das Segment ab für 
vier Kegelschnitte der Reihe, welche durch einen beliebigen 
Punct dieser Geraden gehen. Wenn andererseits eine durch 
den gegebenen Punct nach einem Dnrchschnittspunct a gezo- 
gene Gerade die dritte Curve in b schneidet, so ist das Seg- 
ment ab der Ort für fswei Kegelschnitte der Reihe, die* durch 
einen beliebigen Punct derselben Geraden geben. Die Ge- 
sammtzahl der ersten Abschnitte ist n.ni.n^in-i-ni+n^ — ^), 
die der zweiten 3ii.iii.fis, und es ist folglich das Vierfache 



J 
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der ersten Zabl plus dem Doppelten der zvreiten die Zahl, am 
welche man 2m vermindern musz« um m' zu erhalten. 

Die Reihe der Kegelschnitte, welche vier gegebene Gerade 
berühren, ist vom Index 2» und unter ihnen gibt es immer nur 
einen» welcher eine fünfte Gerade berührt. Folglich entsteht: 

Theorem XI. Es gibt n{%n — l) Kegelschnitie, welche 
vier gegebene Gerade und eine gegebene (harte der n-ten 
Ordnung berühren. 

Die Theoreme VII. und XI. geben: 

Theorem XII. Es gibt 

n.ni(4».ii| — 2it — 2«i + 1) 

Kegelschnitte y welche drei gegebene Gerade und %wei ge- 
gebene Curven von den Ordnungen n und Hi berühren. 

Analog schlieszt man aus den Theoremen VIII. und XII.: 

Theorem Xlil. Es gibt 

n.ni .fi2(4fi.«|.n2-^2(n + iii +n^) + 3\ 

Kegelschnitte, welche %wei gegebene Gerade und drei ge- 
gebene Curven von den Ordnungen n, ni, n^ berühren* 

Aus den Theoremen IX. und XIII. folgt: 
Theorem XIV. Es gibt 

Kegelschnitte, welche eine gegebene Gerade und vier ge- 
gebene Curven von den Ordnungen n, ni, n^ n^ berühren. 

Endlich ergibt sich aus den Theoremen X. und XIV.: 
Theorem XV. Es gibt 
n.iii .ng.iis . it^l n.it| .112.1I3.114 -f (ni^n^.n^.n^ -{■,.,.) 



+ (». »1 .% + ....)— 3(#i . «1 + ....) + 3(ii 






Kegelschnitte, welche fünf gegebene Curven von den Ord- 
nungen n, ni, n^, n^, n^ berühren. 

Das Theorem XIV. zeigt, dasz die Differenz zwischen 2m 
und m' für di^ Kegelschnittreihe, die vier gegebene Curven von 
den Ordnungen n, fi|, n^» n^ berührt, gleich ist 
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9^ n.fii.fia.fi8(4(ii.ni + .,..)— '6(n + ....) + 3). 

Diese Reduction entsteht teils durch die Tangenten, die 
zwei dieser Curven gemeinschaftlich sind, teils durch die Tan- 
genten, die man von den gemeinschaftlichen Puncten zweier 
Curven an eine . der fibrigen ziehen kann , teils durch die Dia- 
ffonaien des Systems, 8as heiszt durch die Geraden, welche die 
Durchschuittspuncte zweier Curven mit den Durchschnittspun- 
cten zweier anderer verbinden. 

Schneidet eine Gerade, die zwei Curven berührt, die beiden 
andern bezfiglich in a und b, so zählt der Abschnitt ab für vier 
unter den Kegelschnitten der Reibe, welche aus zwei Puncten 
bestehen. — Zieht man durch einen ^emeinschafltlichen Durch- 
schnittspunct a zweier Cnrven eine Tangente an die dritte, 
welche die vierte in ö schneidet, so zählt das Segment aö für 
fswei unter den Kegelschnitten der Reihe, die aus zwei Puncten 
bestehen. — Verbindet man endlich einen gemeinsamen Durch- 
schnittspunct a zweier Curven mit einem gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunct ö der andern beiden Curven, so stellt das 
Segment aö einen Kegelschnitt der Reibe vor, der aus zwei 
Puncten besteht. Die Partialreductionen also, die durch die 
gemeinschaftlichen Tangenten, durch die durch die Durch* 
schnitiepuncie gezogenen Tangenten und durch die Diagonalen 
entstehen, sind der Reihe nach 

in.ni.n^.n^{(n.ni +....) — 3(«-|-....)+6}, 
6n.ng.n2*n^{{n'+,,,.)'--i], 

3ll.ll| .Il2*l}3« 

Entsprechend erhält man in der Reihe Kegelschnitte, welche 
vier Curven berühren, folgende Kegelschnitte die einen Doppel- 
punct haben. 

1. Zieht man von einem gemeinsamen Durchschuittspuncte 
zweier Curven eine Tangente an die dritte und zugleich eine 
an die vierte Curve, so bilden diese zwei Tangenten einen Ke- 
gelschnitt, der für vier Curven der Reihe^gilt, die einen Dop- 

I pdpunet haben. • 

2. Trifft eine gemeinschaftliche Tangente zweier Cnrven die 
dritte in einem Pnncte, und zieht man von dieseip eine Tangente 
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an die vierte, so erhält man ein Geradenpaar, das für wipei der 
Kegelschnitte der Reihe gilt, die einen Doppelpunct haben. 

3. Eine gemeinschaftliche Tangente zweier Curven und 
eine solche der beiden andern bilden zusammen einen Kegel- 
schnitt der Reihe, der einen Doppelpunct hat**). 

§. 19. 

Die Curve, welebe ein Panct beschreibt, desBen 
Indteatrleen sieb naeb einem bestimmten Oesetse 

▼er&ndern« 

112. Durch einen Punct eine Gerade zu legen, 
welche in Ihm die Polare eines beliebigen ihrer 
Puncto berührt. Indem wir den allgemeinen Fall einer Fun- 
damentalcurve C» einer beliebigen Ordnung n wieder aufneh- 
men, suchen wir durch einen gegebenen Punct p eine Gerade 
zu legen, welche in diesem Puncto die erste Polare eines be- 
Ilebigen Punctcs o derselben Geraden berührt**). 

Die Pole aller ^ersten Polaren, die durch j9 gehen, liegen 
auf der geraden Polare dieses Punctes. Soll p aoszerdem der 
Berührungspunct der ersten Polare mit einer durch den Pol 
O gelegten Tangente sein, so musz auch die zweite Polare 
nach Nr. 70. durch p gehen, so dasz o ^iner der Durchschnitts- 
puncte der geraden Polare mit der coniscben Polare von p sein 
musz. Das heiszt, po musz die Tangente der conischen Polare 
von p sein. 

Die Geraden, welche die Aufgabe losen, sind daher die 
beiden Tangenten, die man von p aus an die conische Polare 
dieses Punctes legen kann, oder auch nach Nr. 90c. die Indi' 
cairicen des Punctes p* 



*) Die Theoreme IL — XV. 8in4 schon von Chasles, aber ohne Be. 
weis, in einer seiner neuesten Mitteilungen an die Pariser Akademie (Comptes 
rendus, 1^ f^vrier 1864) aufgestellt worden. Ich schmeichle mir, dasz die 
oben angegebenen Beductionen den Unterschied aufheben werden, der zwi- 
schen diesen Sätzen und der im 56ten Bande des Crelle-Borchardtschen 
Jonmals von meinem gelehrten Freunde, Herrn Bischoff in München, 
aufgestellten Formel besteht 

^*) Clehseh, a. a, 0. S. 280-^285. 



176 Zweites Capüel [§. 19. 

a. Eiohfilleiide der Verbindungsgeraden der ent- 
sprechenden Puncte der Curven von Hesse und Stei- 
ner. Ist p ein Punct der Curve von Hessen so besteht seine 
conische Polare aus einem Paar gerader Linien^ die sich in 
dem entsprechenden Puncto o der Curve von Steiner schnei- 
den, durch welchen auch die gerade Polare von p hindurch- 
geht. Die Puncte dieser Geraden sind Pole von ebensovielen 
ersten Polaren, die durch p gehen, und nach Nr. 90a. in diesem 
Puncte eine gemeinschaftliche Tangente haben^ die folglich die 
eine Indicatrix des Punctes p darstellt. Aber beide Indicatri- 
cen von p sind nach Nr. 90 c. in der Geraden po vereinigt, folg- 
lich gilt nach Nr. 986. der Satz: 

Lehrsatz I. Die Gerade, welche einen Punct der Curve 
von Hesse mit dem entprechenden Puncte der Curve 
von Steiner verbindet, berührt in dem ersteren Puncte 
alle ersten Polaren, welche durch ihn hindurchgehen. 

Deshalb kann die Curve der 3(ii~])(n — 2)-ten Classe, näm- 
lich die Einhüllende der gemeinschaftlichen Tangenten in den 
Beruhrungspuncten der ersten Polaren nach Nr. 916. auch als 
die Einhüllende der Geraden deflniert werden, welche (m. s. 
Nr. 986.) die entsprechenden Puncte der Curven von Hesse 
und Steiner mit einander verbinden. 

b. Zahl der Puncte einer Geraden, ffir die diese 
selbst eine Indicatrix ist. In einer gegebenen Geraden R 
existieren 2(ii~2) Puncte, von denen ein beliebiger, etwa O, 
der Pol einer ersten Polare ist, die nach Nr. 103 c. di(^ Gerade 
R in einem Puncte p berührt; das gibt: 

Lehrsatz II. In einer beliebigen Geraden gibt es im- 
mer 2(#i— 2) Puncte, für welche diese Gerade selbst eine 
Indicatrix bildet, 

Ist R eine Tangente der Fundamentalcurve, so sind im Be- 
rührungspuncte zwei Puncte o und die beiden entsprechenden 
Puncte p vereinigt. 

113. Ort der Puncte, deszen Indicatricen durch 
einen festen Punct. gehen. Was ist der Ort eines Pun- 
ctes Pf ^enn eine seiner beiden Indicatricen durch einen festen 
Punct t* geht? 
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In jeder Geraden^ welche den Punct i enthält, gibt es nach 
Nr. 1126. 2(f} — 2) Lagen des Punctes p^ und i repräsentiert 
noch zivei weitere solche Puncte p, die den beiden Indicatricen 
dieses Punctes selbst entsprechen. Der gesuchte Ort ist da- 
her eine Curve Z" der Ordnung 

2(a— 2) + 2 = 2(«— 1) 

die zweimal durch i geht. 

Betrachten wir eine Tangente der Grundcurve, so sind 
im Berührungspuncte zwei Puncte^ vereinigt. Die Curve Zr" 
berührt daher Cn iu den n{H'-l) Berührungspuncten der Tan- 
genten, die man von i aus an dieselbe legen kann. 

Nimmt der Pol o die Stelle von i ein, so sind nach Nr. 112. 
die (n — \){n — 2) Durchschnittspuncte der ersten und zweiten 
Polare von i ebeiisoviele I^agen des Punctes p\ liegt umge- 
kehrt p in der zweiten Polare von i, so geht die coniscbe Po- 
lare von p durch t*. Der Punct t musz aber in einer Tangente 
liegen, die von p an die conische Polare dieses Punctes selbst 
gezogen ist, so dasz also auch die gerade Polare von p durch 
i geht, und demzufolge p in der ersten Polare von i liegt. Diese 
(»— l)(n — 2) Puncte sind aber die eimigen^ welche die Curve 
U^ mit der zweiten Polare von i gemein hat, woraus sich er- 
gibt, dasz die beiden Curven sich in allen diesen Puncten be- 
rühren. Wir schlieszen also aus Allem, dasz die Curve Z" die 
Fundamentalci^rve und die zweite Polare von i in allen Puncten, 
die sie mit ihnen gemein hat, berührt, und dasz die 

«(»— 1) +(ii-l)(ii— 2) = 2(n- 1)2 

Berührungspuncte alle in der ersten Polare von i liegen. 

Da die erste Polare von i' zweimal genommen als eine 
Curve der 2(« — l)-ten Ordnung aufgefaszt werden kann, und 
die Fundamentaicurve und die zweite Polare von i zusammen- 
genommen ebenfalls eine Curve der 2(« — l)-ten Ordnung bil- 
den, so kann man nach Nr. 41. durch die 2(n — 1)^ Puncte, in 
denen die erste Polare von i Cu und die zweite Polare schneidet, 
ein Curvenbüscbel der 2(w — l)-ten Ordnung hindurchlegen, 
deszen einzelne Curven die Fundamentaicurve und die zweit« 
Polare von i in allen diesen Puncten berühren. Von der un- 

Cremona, Ebene Curven. 12 
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ke^fttuien XML der Gonreii liiMes Basdbeis ist dkrjesige, wcldie 

114^ Eiohfillende der Indicatricen der Poocte ei- 
B^T gegebeneo Corve. Von welcher Classe ist die EinhSl» 
leode der iDdieatrieen der Paocte einer gegebenen Cnrve 17a» 
der mAea Ordnung? oder auch, wieviel Puncto dieser Curve 
haben eine IndicatriZy die durch einen beliebigen festen Punct 
i geht? 

Der Ort eines Pnnctes p, dessen Indicatriz durch i geht, 
ist nach Nr. 113^ eine Curve der 2{n — lyXea Ordnung, welche 
Cm in 2fli(A — 1) Puncten schneidet In i treffen sich also 
2m{n — 1) Tangenten der gesachten Einhüllenden. 

Man bemerke noch» dasz diese Einbfillende die Fundamen« 
talcurve in den Puncten, in denen diese von Cm geschnitten 
wird, berührty und da nun fär jeden dieser Durchschnittaponcte 
die Indicatricen mit den betreffenden Berfihrenden von Cm zu- 
sammenfalieo, so gilt der 8ats: 

Lehrsatz HI. Die ImHealncen der Puncie einer Curve 
der m-ten Ordnung werden van einer Curve der 2m(n—ly 
ien Glosse umhülli, welche die Grundcurte in den Pun- 
cten berührt^ wo diese von der Curve m-ter Ordnung ge- 
schnitten wird. 

a. Besonderer Fall. Für m = 1 erhält man hieraus» 
dasz die Indicatricen einer gegebenen Geraden von einer Gurre 
der 2(n — I)-ten Classe nmhillt werden, welche die Gerade 
selbst in 2(ii— 2) Paocten berflhrt. Die Gerade ist. also die 
Indicatrix von 2(n — 2) ihrer Pnncte» wie wir dies schon in 
Mr« 112^. gefunden haben. 

b» Eiohfillende der Indicatricen der Puncte der 
Curve von Hesse. Gemäsz dem allgemeinen Theoreme, das 
mx soeben bewiesen haben, werden die Indicatricen eines Pun* 
etas jr, der sieh auf der Curve von JJ«##e bewegt, die von 
der Ordnung 3(ii^2) Ist, von einer Curve der 6(fi—- l)(fi— 2)«* 
4en Classe umhfillt Da aber in diesem Falle für jede Lage 
von p nach Nr. 90 c. die beiden Indicatricen in eine Gerade »i* 
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«EtmiBenfaUeD, so reduciert sich die Classe der EinbülleBdcn 
auf3(n — }){n — 2), ein Resultat, das wirsoboti an andern Orteo^ 
in Nr. 91^. und Nr. Il2a., erhielten. 

Von jedem beliebigen Puncte i lassen sich 3(ii-^]}(ii^-**2) 
Tangenten an diese Curve legen, so dasz also jeder der 
3(n^l)(ii — 2) Puoeto j» der Curve von Heste^ deren Indiea«- 
tricen die ebengenannten Tangenten sind» je cwei Durehsebnitts« 
puncte der Curve von Hesse mit der oben in Nr. 113^ bestimm* 
ten Curve V^ repräsentieren. 

Verbinden vpir diese Eigenschaft mit den andern schon in 
Nr. 113. bewiesenen, so können wir folgenden Satz ansspreehen: 

Lehrsatz IV* Ist i ein gegebener Punct, so ist der 
Ort eines Bundes p, welcher derart bestimmt istj dasis 
die Gerade pi Tangente der conischen Polare von p ist, 
eine Curve der 2(w— -l)-/<?n Ordnung, die zweimal durch 
i geht, und die Fundamentalcurve, die Curve von Hesse 
und die zweite Polare in allen Puncten berührt, die sie 
mit denselben gemein hat. 

115. Ort eines Punctes, deszen Indi^a^rix eine ge* 
gebene Curve berührt. Wir suchen jetzt die Ordnung des 
Ortes eines Punctes p zu bestimmen, dessen eine Indicatrij^ 
Tangente einer Curve Kr der r-ten Classe ist, das heiszt, wir 
Hfntersuchen , wieviel Punkte einer Geraden R eine Indieatriz 
habe, weiche JSr berührt 

Bewegt sich der Ponct p in der Geraden R, so werden 
nach Nr. il4ci. seine Indicatricen von einer Curve der 2(n-^l)- 
ten Classe umhüflt, die 2r(it — 1) gemeinschaftliche Tangenten 
mit der gegebenen Curve Kr hat. Der gesuchte Ort ist also 
von der Ordnung ^r{n — 1). 

JBetracbteo wir eine gemeinsqbaftlicbe Tangente von Kr und 
C^^ so sind im Berührangspuncte mit der letztem zwei Punotn 
p vereinigt, für welche die Tangente die Indicatrij: reprisenr 
tiert. Daraus folgert sich, das^ der gesuchte Ort die Fond««- 
m^otalcurve in den r.niß — l) Puncten berührt, in denen diese 
von den mit Kr gemeioschaftlicben Tangenten berührt wird, 
oder 9- was dasselbe sagen will, in den Puncten, in denen die 

12* 
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Fondamentalanrve von der* ersten Polare von Kr geschnitten 
vrird. M. s.Nr.l04ii: 

Die Corve Er bat 3r(ii— l)(ii— 2) gemeinschaftliche Tan- 
genten mit der Einhfillenden der Indieatriceo der Poncte der 
Carve von Hesse, es ist daher 3r(ji — l)(ii— 2) die Zahl der 
gemeinschaftlichen Poncte der Corre von Hesse ao4 des Ortes 
der 2r(M — ])-ten Ordnung, den wir betrachteten. Folglich gilt 
der Satz: 

Lehrsatz V. Der Ort eines Punctes, von dem aus- 
gehend eine der Tangenten seiner conischen Polare auch 
Tangente einer gegebenen Curve der r-ten Ciasse wird, 
ist eine Curve der 2r(ii — \yten Ordnung, welche die Fun- 
damentaicurpe und die Curve von Hesse in allen den 
Puneten berührt, die sie mit ihnen gemein hat. 

116. Ort eines variablen Panctes von der Be- 
schaffenheit, dasz durch Verbindung desselben mit 
zwei festen Puneten in Bezug auf seine conischePo- 
|are zwei reciproke Polaren entstehen. Wir suchen, 
indem zwei feste Puncte i und j gegeben sind, den Ort eines 
Punctes, fi3r wefchen die Geraden pi und pj in Bezug auf die 
coniscbe Polare von p die in Nr. 108. erklärten conjugierten 
Polaren bilden. Offenbar geht dieser Ort durch t und j. 

Es sei R eine beliebige durch j gelegte Gerade und p ein 
Ponct in R. Die geraden Polaren von p und i* in Bezug auf 
die coniscbe Polare von p treffen R in den Puneten a und 6. 
Sobald letztere in einen Punct zusammenfallen, ist dieser der 
Pol von pi in Bezug auf den eben erwähnten Kegelschnitt, so 
dasz also dann p ein Punct des gesuchten Ortes ist. Nehmen 
wir einen beliebigen Punct a als Durchschnittspunct von R mit 
der ersten geraden Polare an, so gibt es it — 1 entsprechende 
Lagen des Poles p, nämlich die Durcbscbnittspuncte von R mit 
der ersten Polare von a, und folglich auch ebensoviele Puncte 
b. Ist umgekehrt b der beliebige Durchschnitt der Geraden 
R mit der geraden Polare von t in Bezug auf eine unbestimmte 
conische Polare, so liegt nach Nr. 69^. der Pol p dieser Gera- 
den auf der ersten Polare von i in Bezug auf die erste Polare 
von b, das heiszt in einer Curve der (n — 2)->ten Ordnung, 
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deren Durchschnittspuncte mit R die Lagen: von p angeben, 
welehe dem gegebenen Pancte 6 entsprechen. Es entspre- 
chen daher jedem Puncte ö n — 2 Ponete a*). Die Zahl der 
Pancte p \n R^ för welche a und ö zusammenfallen^ ist daher 
(n — 1) -f (» — 2), und da auch J ein Punct der gesuchten Curve 
ist, 60 hat dieselbe die Ordnungszahl 

(n~l) + («-2) + l==2(«-l). 

^Vir werden dieselbe durch £v bezeichnen, weil sie, wenn t' mit 
J zusammenlallt^ mit der schon in Nr. 113. betrachteten Curve 
L** identisch wird. 

Es sei p der Beruhrungspunct der Fundaraentaicurve mit 
einer von i aus gezogenen Tangente, dann ist in* die gerade 
Polare von p, die gleichzeitig in p die Tangente der conischen 
Polare desselben Punctes p ist Für jeden beliebigen Punct 
y geht daher die Gerade pj durch den Pol von pi, und p ist 
damit ein Punct der Curve L^, das heiszt, diese Curve enthält 
die n{n — 1) Berührungspuncte der Fundamentaicurve mit den 
an sie von i* aus gelegten Tangenten. Derselben Schluszfolge 
gemäsz, musz sie auch durch die fi(n— 1) Puncte beschrieben 
sein, in denen Cn von den durch J an diese Curve gelegten 
Tangenten beriihrt wird. ^ 

Untersuchen wir jetzt, in welchen Puncten die Curve VJ 
die erste Polare von i in Bezug auf die erste Polare von j 
schneidet, welche wir kurz die %weite gemischte Polare der 



*) Läszt man den Punct a sich auf R bewegen, so erzeugt die erste 
Polare von a nach Nr. 77. ein Curvenbftschel , deszen Curven auf R eine 
Involution des (n — l)-ten Grades bestimmen. Jedem Puncte p entspricht 
aber ein Punct 6, folglich erzeugt, wenn wir a sich verändern laszen, die 
Gruppe der entsprechenden n — 1 Puncte ö auch eine Involution des (n — 1)- 
ten Grades. Auch die erste Polare von Ö in Bezug auf die erste Polare 
des festen Punctes i gibt, wenn h auf der Geraden R sich bewegt, einem 
Curvenbüschel Entstehung, und es erzeugen demnach, wenn man 6 sich be- 
wegen läszt, die Gruppen der entsprechenden n— '2 Puncte a eine Invo- 
lution des (n— -2)-ten Grades. Laszen wir also a und 6 sich gleichzeitig 
verändern, so entstehen dadurch zwei projectivischc Involutionen bezüglich 
vom (n — 2)-ten und (n — l)-ten Grade. Die nach Nr. 24 6. diesen Invo» 
lutionen gemvinfchafilichen Puncte, 2n — 3 an der Zahl, sind diejenigen, in 
welchen auszer in j die Gerade R den gesuchten geometrischen Ort schneidet. 
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Pnete iwUS mmM «rtlltn. Geht Aese subito g««Mclte 
Pebn dordb p, 9m gdbt Mcb Nr.WäL im gerade Pekre vea tf 
bes4^(ea m^* die eoMche Pobre ym jr dnrch >, dme heiesl^ i 
aad y sind io Bemg aaf die eeeieche Pelare veo p neck Nr. MBL 
tmiftmUrie Foie. In diesem Falle geefigt ofeobar, daadl 
die Geraden pi uid |it/ A* denaeiben K^elaclwitt redproke 
Polaren darstellen, dasz die gerade Polare von p dnrch t oder 
j gehe» das beiszt, p ninsz sich entweder anf der ersten Polare 
von i oder anf der von J befinden. Die Curve Ifi geht daher 
doreh die Pnnete, in denen die sireite gemischte Polare der 
Pnncte i nnd J ron den ersten Polaren dieser mnzdnen Poncte 
selbst geschnitten vrird. 

Es sei nnn p nnd o xwei sidi derart entsprediende Pnncte 
der Cnrren von Hesse nnd Steiner , dass die Gerade pe 
dorch i bindnrcbgeht Um dann ansandrficken, dans In Besag 
anf die eoolsche Polare von p die Geraden pi nnd pj reciproke 
Polsren sind, genOgt es ansonebmen» das die geraden Polaren 
▼on p and J in Bezug aaf den eben erwähnten KegeUebnltt 
sich in einem Pnncte vonji^ schneiden. NachNr. 90tf. ist aber 
im vorliegenden Falle die conische Polare von p nichts An* 
deres als ein Paar Gerade, die sich in schneiden , so dass 
also durch diesen Punct auch die Polaren von p nnd j in 
Bezog auf den eben erwähnten Kegelschnitt hindurchgehen. 
Da nun nach der Voraossetzung pi den Punct o enthält , so 
mnsz p der Curve Vi angeboren, und diese Corvo geht also 
durch die 3(ii— l)(ii-*2) Puocte der Curve von Beeee, deren 
Indicatricen sich in i schneiden. Dem entsprechend musz die 
Curve Iß auch durch die 3(ii — \){n — 2) Poncte der Curve 
von Hesse geben, deren Indicatricen von j ausgeben. Daher 
der Satz: 

Lehrsatz VI. Gegeben %wei feste Puncte i und J. Der 
Ort eines Punctes p, für welchen die Geraden pi und pj 
in Bewag auf die conische Polare von p confugiert sind, 
ist eine Curve der 2{n—\)-ten Ordnung, welche 

1) die Puncte i und j; 

2) die Puncte, in denen die Fundame$Ualcurve von den 
Tangenten, die durch i und J gelegt werden können, be- 
rUhrt wird; 
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3) die Puneie in dänen die ereien Poiaren von i und j 
von Geraden berührt werden, die be%ügHck durch J oder i 
gehen; endlich 

4) die Puneie der Curve von Hesse enthält, deren In- 
dicatricen sich entweder in i oder J schneiden. 

a. Anderer Ausdruck des Vorigen. Mit andern Wor- 
ten, die Curve L^ schneidet die Fandamentalcnrve und die 
Cur?e von Hesse in den Poncten» in welchen diese von den 
Curyen L^^ und Ifi berührt werden, welche auf die Nr, 113. 
auseinandergesetzte Weise einzeln von den Puncten i und j 
abhSngen. 

b, Büschel von Curven £v. Hält man den Puncto fest» 
während J sich auf einer Geraden R bewegt, so erzeugt die 
Curve £/i ein Curvenbüschel* Sie geht nämlich, welchen Pnnct 
auch y- bedeuten mag, durch folgende 4(it-^1)' feste Puncto, 
nämlich: 

1) durch I*; 

2) durch die n(n — 1) Puncte, In denen Cn von den Tangen- 
ten« die durch i gehen, berührt wird; 

3) durch die 3(n — l)(ii-— 2} Puncto der Curve von Hesse, 
deren Indicatricen sich in i schneiden; endlich 

4) durch die 2fi— 3 Puncto, in welchen L^ auszer in J, wel- 
. eher Punct veränderlich ist, die Gerade R schneidet. 

Diese letzteren Pnncte verändern sich nämlich nicht, da 
sie nach der letzten Note auf Seite 181 die gemeinsehaftUeken 
Puncto zweier projectivischer Involutionen darstellen, die vom 
Pnncte j vollständig unabhängig sind. 

Diese Eigenschaft kann man auch nachweisen, indem man 
die Zahl der Curven Iß zu bestimmen sucht, welche durch 
einen gegebenen Pnnct q gehen, wenn i ein fester Punct ist 
und j sich auf einer festen Geraden R bewegen musz. Da die 
Geraden qi and qj in Bezug auf die conische Polare von q 
oonjugiert sein müszen« so ist der Punct j der Durchschnitt 
von R mit der Geraden , welche q mit dem Pol von qi in Be- 
zug auf den erwähnten Kegelschnitt verbindet. Durch q geht 
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aUo nar eine Conre £/f tod der verlangten Beschafenheit 
Die Geaammtheit alter dieser Correo bildet daher ein Büschel. 

Auf dieselbe Art beweist mao, dasz die Carven L^, welche, 
indem i als fest angenommeo ist, darch denselben Punct q 
gehen, ein Bfiscbel bilden, das heiszt, dorch zwei gegebene 
Pnncte g und ^ geht fär. den festen Punct t' nur eine Curre 
L^i hindurch, u. s. w. 

117. Verallgemeinerung der vorigen Aufgabe. Die 
Untersuchungen der vorigen Nr. 116. kann man verallgemeinern, 
wenn man erstens an Stelle von J eine Einhüllende annimmt, 
oder zweitens auch noch an Stelle von / eine zweite Einhül- 
lende, oder endlich drittens eine einzige Curve an Stelle des 
Systems der beiden Puncte. 

Es sei zuerst eine Curve Kr der r-ten Classe und ein Punct 
f gegeben. Wir suchen dann den Ort eines Punctes p^ zu be- 
stimmen, fär den die Gerade pi In Bezug auf die conische Po- 
lare von p irgend einer der Tangenten conjugiert ist, d|e man 
von p an die Curve Kr legen kann, oder mit andern Worten, nach 
Nr. 110. den Ort des Punctes p, für den die Gerade pi durch 
irgend einen der Puncte geht, in denen die gerade Polare von 
p die reeiproke Polare von Kr bezogen auf die conische Polare 
von p schneidet. 

Die gesuchte Curve geht r-mal durch i, weil, wenn der 
Punct p mit i zusammenfällt, r Gerade pi der obigen Bedin- 
gung entsprechen, nämlich diejenigen, weiche von i nach den r 
Puncten gezogen sind, in denen die gerade Polare von p die re- 
eiproke Polare von Kr bezogen auf die coniscbe Polare von t trifft. 

Ist p ein Punct von Cn, so ist die gerade Polare von p die 
Tangente der Fundamentaicurve im nämlichen Puncte. Berührt 
diese Gerade nun auch Kr, so ist p ein Punct der in Bezug 
auf die conische Polare von p reciproken Polare von Kr und 
da, was auch i sei, die Gerade pi' durch p gebt, das heiszt, 
durch den Durchschnittspunct der reciproken Polare von Kr 
mit der geraden Polare von p, so liegt dieser Punct auf dem 
gesuchten Orte. Der Ort enthält daher die sämmtlichen r.n(ii— 1) 
Berührungspuncte der Grundcurve mit den ihr und der Curve 
Kr gemeinschaftlichen Tangenten. 
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Gehört p wiederum der Curve Cn an, ist aber pi die Tan- 
gente dieser Curve in p^ so ist pi gleichzeitig auch die gerade 
Polare von p. Diese trifft die reciproice Polare von Kr in r 
Puncten« und p ist daher ein r-facher Punct der gesuchten 
Curve. Diese besitzt also im Ganzen n(n~-l) r-fache Puncte, 
nämlich diejenigen in denen Cn von Geraden^ die durch i gehen» 
berührt wird. 

Es sei ferner p ein Punct der Curve von Hesse^ und o 
der entsprechende Punct der Curve von Steiner, Ist po Tan- 
gente der Curve Kr, so ist sie in Bezug auf die conische Po- 
lare von p der Geraden pi conjugiert; es gehen nfimlich sowol 
diese Tangente, als die Polaren der Puncte p und i in Bezug 
auf den erwähnten Kegelschnitt durch o. Hieraus folgert sich, 
dasz p ein Punct der betrachteten Curve ist, das heiszt, dieser 
Ort geht durch die 3r(n — l)(n— 2) Puncte der Curve von Hesse , 
deren Indicatricen Kr berühren. . 

Die Puncte p und o seien wieder correspondierende Puncte 
der Curven von Hesse und Steiner, aber po mag durch i 
gehend gedacht werden. Da nun die conische Polare von p 
in diesem Falle aus zwei Geraden besteht, die sich in o schnei- 
den, so musz nach Nr« 110a. die reciproke Polare von Kr in 
Bezug auf diesen Kegelschnitt aus einem Büschel von r Gera- 
den bestehen, die sich ebenfalls in o schneiden. Der Punct 
repräsentiert daher je r Durchschnittspuncte der Geraden pi 
und der geraden Polare von p mit der reciproken Polare von 
Kr, und p ist also der Ort von r aufeinanderfolgenden gemein- 
schaftlichen Pnncten der Curve von Hesse und der gesuchten 
Curve. Der geometrische Ort, um den es sich handelt, hat 
also eine r-punctige Berührung mit der Curve von Hesse in 
allen den 3(fi — l)(fi — 2) Puncten, für welche die Indicatricen 
durch i gehen. 

Wir wollen nun zuletzt noch die Ordnung der fraglichen 
Curve bestimmen. R sei eine beliebige durch i' gelegte Gerade, 
und p ein Punct in R. Die gerade Polare von p treffe R in a, 
und die reciproke Polare von Kr in Bezug auf die conische Po- 
lare von p schneide R m r Puncten b. Nimmt man a beliebig 
an, so entsprechen dem n — 1 Lagen von p, nämlich die Durch- 
schnittspuncte von R mit der ersten Polare von a, und folglich 
r{n — 1) Lagen von b. Nehmen wir umgekehrt b beliebig als 
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Durchseiuilttspunct von R mit der reolprakeD Polare von Kr in 
Bezug auf die conische Polare eines beliebigen Poles an, so 
liegt nach Nr. 104i^. dieser Pol auf der ersten Polare von Kr ia 
Beeng auf die erste Polare von 1^. Da diese Cnrve naeh Nr. 104 il. 
von der r(ii-— 2)«ten Ordnung ist^ so schneidet sie Ü in eben- 
sovielen Puncten p, und einem jeden von diesen entspricht ein 
Pünct a. Jedem Puncto a entsprechen also r(ii— 1) Puncte 
b, und jeder Punct ö inc^viduallsiert r(n — 2) Puncte a; daher 
wird [r{n — l)+r{n — 2)]-mal ein Punct a mit einem entspre- 
chenden Puncte b zusammenfallen. Jedesmal aber, wenn die- 
ses Zusammenfallen Statt hat, istp ein Punct der Curve. Diese 
hat daher r(2ii — 3) Puncte mit R gemein, auszer dem Puncte 
i, der ein r-facher Punct derselben ist. Der Ort hat daher 
die Ordnungszahl 2r(n — 1). Alles zusammengenommen gibt 
den Satz: 

Lehrsatz Vll. Der Ort eines Punetes, deeuen Verbin- 
dungsgerade mit einem festen Puncte i in Bezug auf seine 
conische Polare einer der TangeiUen canfugiert ist, die 
man von ihm an eine gegebene Curve r-ter Classe legen 
kann, ist eine Curve der 2r(ii — 1)-/«it Ordnung, welche 

1) r-mäl durch den festen Punct i; 

2) ebenfalls r-mal durch die n(n—l) Puncte geht, in de- 
nen die Fundamintalcurve von Geraden» welche durch i 
gehen, berührt wird; 

3) die sämmtliehen r.ii(fi — 1) Puncte ^ in denen die 
ürundcurve von Tangenten der Curve r-ter Classe berührt 
wird; 

4) ebenfalls die sämmtliehen 3r(n— l)(n— 2) Puncte der 
Curve von Hesse enthält, deren Indicatricen die Curve 
r-ter Classe berühren; endlich 

5) in den 3(n— l)(n— 2) Puncten der Curve von Hesse, 
deren Indicatricen durch i gehen, mit dieser eine r-pun- 
cHge Berührung eingeht. 

a. Weitere Verallgemeinerung. Dem Vorigen ana- 
log beweist man den folgenden Satz: 

LehraaCfe Vlll. Der Ort eines Punctes, für welchen 
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wnfei von ihm an die Citrwen Kr und Ä bwittUeh der t^ 
ien und s^ten Ciasee getoffene Tangenien in Bewag aitf 
die caniscke Polare äee Puncte» seiöet conjugiert eind^ iet 
eine (h&ve der''Ir.e(n — lyten Ordnung, welche 

1) s-mal durch jeden der r.n(ii — 1) Puncte, in denen 
die Fundamenialcurve Cn von Tangenten der Curve Kr be- 
rührt wird; 

2) r-nud durch Jeden der e,n{n -^ 1) Puncte geht, in de- 
nen Cn von Tangenten der Curve K^ berührt wird; 

3) mit der Curve von Hesse in jedem der 3r(ii— 1)(«— 2) 
Puncte, deren tndicatricen Kr berühren eine s-punctige; 
und endlich 

4) ebenfalls mit der Curve von Hesse in den 3^(ii — 1) 
X(n— 2) Puncten, deren Indicatricen &. berühren, eine 
r-punctige Berührung eingeht, 

b. Eine andere Verallgemeineruiig. Int dagegen 
eine einzige Einhüllende Kr der r-ten Classe gegeben, so gilt 
der Satz: 

Lehrsatz IX. Der Ort eines Punctes p, für den %wei 
von ihm an eine Curve Kr gezogene Tangenten in Be- 
%ug auf die conische Polare von p conjugiert sind, ist eine 
Curve der r(r— I).«(n— 1)-/«» Ordnung, welche 

1) (r— l).«itf/ durch jeden der r.fi(n— 1) PUncte geht, 
in denen die Fundamenialcurve von Tangenten der Curve 
Kr berührt wird, und 

2) mit der Curve von Hesse eine {r—\)-punctige Be- 
rührung in allen den 3r(fi~ l)(ii-~2) Puncten dieser Curve 
eingeht, deren Indicatricen Kr berühren* 

§. 20. 

Billige ^IkigenrntihaMem der Chnurveii vom ]Ee0«e imil 

Steisier» 

118. Die Curve von Steiner ist die Einhüllende 
der geraden Polares der Corvo von Hesse. Es «ei j» 
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cio Panet der Hesse'sekem Coire nnd o der ct rc^ p oediereade 
Ponct der Conre vob Sieiner. Die letzte Polare ▼oo jr ist 
dane eine gerade Lioie, die darch B geht» oad deren Pnncte 
Pole von ebenaoTieleB ersten Polaren sind, welche von po in 
p berohrt werden. Unter ihnen gibt es aber eine, die in p 
einen Doppelponct hat, nnd zwar diejenige, deren Pol o ist. 
M. s. Nr. 9»d., 90a., 112«. 

a. Fortsetzung. Es seien o and & zwei Pnncte der 
Curve von Steiner» dann sind die Pole der Geraden QO' die 
{m — 1)* Dorchschnittsponcte der ersten Polaren dieser beiden 
Puocte, welche die entsprechenden Pnncte p und p^ der Cnrve 
von Hesse zn ihren respectiven Doppelpnncten haben. Nehmen 
wir den Ponct o' dem Pnncte o unendlich nahe an, das heisst, 
die Gerade o& als Tangente der Conre von Steiner » so hat 
diese Tangente einen Pol in p. Daraus folgt: 

Lehrsatz L Die Tangenten der Curve von Steiner 
sind die geraden Polaren der Puncte der Cwrve von 
Hesse; 

oder auch nach Nr. 906.: 

Lehrsatz H. Die Curve von Steiner ist die Einkut' 
lende einer Geraden, die %wei vusammenfallende Pole 
besiM. 

ö* Classe der Curve von Steiner. Dies Theorem 
ffihrt auf die Bestimmung der Classe der Curve von Steiner. 
Die Tangenten dieser Curve', welche durch einen beliebigen 
Punct i gehen, haben ihre Pole auf der ersten Polare von t. 
Diese schneidet die Curve von Hesse in 3(n — l)(ii — 2) Pun- 
cten. Es gilt aUo 

Lehrsatz IIL Die Curve von Steiner ist von der 

3(n— l)(ii— 2)-/^« Classe. 

c. Eigenschaften der Wendetangenten der Fon- 
damentalcurve. Da die Wendepuncte der Fundaroentaicurve 
Cn nach Nr. 100. Puncte der Curve von Hesse sind, so miiszen 
die geraden Polaren derselben, das heiszt, die Wendetangen- 
ten von Cn auch Tangenten ' d^r Curve von Steiner sein. 
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Die Pancte der Curve von Steiner ^ welche den Wende» 
puncten Cn entsprechen, diese letztere als Piincte der Cnrve 
von Hesse betrachtet, liegen auf den Wendetangenten d^r 
Fundamentalcurve. Diese Tangenten berühren also auch die 
Carve der 3(ii — l)(ii— 2)-ten Classe, die nach Nr, Wib. die Ein- 
hüllende der Indicatricen der Puncte der Carve von Hesse ist. 

d. Zahl der weiteren Singularitäten der Curve 
von Steiner. Dem allgemeinen Theoreme in Nr. 101. gemäsz 
ist die (n — l)-te Polare der Curve von Hesse, das heiszt, 
die Einhüllende der geraden Polaren der Puncte der Curve von 
Hesse eine Curve K der 3(ii — l)(ii — 2)-ten Classe und der 
«3(n — 2){6n — ll)-ten Ordnung, von welcher die Curve von St ei' 
ner einen Teil ausmacht. 

Ist i der Durchschnittspunct zweier Tangenten der Curve 
von Steiner, so hat jede von ihnen einen Pol in der Curve 
von Hesse und durch diese beiden Pole geht die erste Polare 
von i. Fallen die beiden Tangenten in eine zusammen , so 
fallen auch die beiden Pole in einen Punct zusammen, in wel- 
chem daher die Curve von Hesse von der ersten Polare be- 
rührt wird. Dieser letzte Punct ist daher ein Punct der (n — ])- 
ten Polare der Curve von Hesse, letztere Curve als Ort der 
Pole aufgefaszt, deren erste Polaren diese* Curve selbst be- 
rühren. Aber die Puncte i*, die man derart definieren k^nn, 
das2 in ihnen zwei aufeinanderfolgende Tangenten der Curve 
von Steiner zusammenfallen, sind auszer den Püncten dieser 
Curve selbst diejenigen, welche auf den Wendetangenten die- 
ser Curve liegen. Die Curve K, das heiszt, die (« — l)-te Po- 
lare der Curve von Hesse, besteht daher aus der Curve von 
Steiner und den Wendetangenten derselben zusammengenom- 
men. Daraus folgt: ' 

Lehrsatz IV. Die Curve von Steiner hat 

3(n— 2)(5« - 11) -.3(«— 2)2 = 3(« - 2)(4n— 9) 

Wendetangenten. 

Von der Curve von Seiner kennen wir also die Ordnung 
gleich 3(fi-2)«, die Classe gleich 3(ii— l)(ii - 2) und die Zahl 
der Wendepuncte gleich 3(ii— 2)(4ii— 9). Unter Anwendung 
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der in de» Nr« 99. «od 100» beivieeeneii FomelD vos Piücker 
Cndet sieb qqd: 



Lehrsatz V. Die (harte von Steiner hat 

12(11 **2)(fi^3) SpU%en; 

i(«— 2)(«— 3)(3ii*— 9n— 5) Doppelpuncte ; 
i(n— 2)(ii— 3)(3fi*-3ii— 8) Dappeltangenien. 

Ffigt man der Zahl der Spitzen zweimal die Zahl der 
Wendepnncte, der Zahl der Doppeltangenten die Zahl der Wen- 
detangenten nnd der Zahl der Doppelpuncte die Zahl der Pancte 
beiy in denen die Wendetangenten die Curre von Steiner nnd 
sich selbst schneiden, so erhält man hezüglieh die Zahl der 
Spitzen, der Doppeitangenten und der Doppelpuncte der 6e- 
sammtcurve K der 3(ii — 2)(5n — ll)-ten Ordnung, der (n — 1)- 
ten Polare der Curve von Hesse, in Uebereinstimmung mit 
den allgemeinen Resultaten der Nr. 103. 

119. Die ersten Polaren der Pnncte einer Doppel- 
tangente der Curve voq Steiner berühren sich in 
swei Puncten. Es sei 00* eine Tangente der Corve von 
Steiner, o der Berührungspunct« p der entsprechende Pnnct 
der Curve von Hesse* Die ersten Polaren der Puncto von 
00' bilden ein Curvenbfischel, deszen Curven sich simmtlicb in 
p berühren. Die gemeiiwchaftliche Tangente aller ist pOn Un- 
ter den Curven dieses Buscheis gibt es eine, die erste Polare 
von 0, fär welche p ein Doppelpunct ist, und es existieren 
anszerdem noch 3(ii — 2)* — 2 Curven, nSmlich die ersten Pe- 
bren der Pnncte, in den oo' die Curve von Steiner schneidet, 
die anderswo einen Doppelpunct besitzen. 

a. Fortsetzung. Ist nun oo' eine Doppeltangente der 
Cnrve von Sieiner, o und & die beiden Berührnngspuncte, 
p und p* die entsprechenden Puncto der Curve von Hesse, 
so werden die ersten Polaren aller Puncto von oo* sich unter- 
einander in den Puncten p und p' berfihren. Unter Bezugnahme 
auf Nr. Il8d. folgt hieraus: 

Lehrsatz VI. In einem geomeMsckeu Net%e pon Cur- 
ven («— !>/«• ofdmmg gibt es 
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i(ii-^2)(« - 3)(3ii9--3fi«-*8) 

Büschel, deren Curven sich in je %wei verschiedenen Fun- 
den berühren. 

b. Die ersten Polaren der Punete einer W«nde- 
tangente der Curve von «Steiner oscntieren sich sämmt- 
lich in einem Punete. Vereinigen sich in der Doppeltan« 
gente 0& die Berübnrngspnncte in einem einxigen o, so dasz 
dieselbe eine Wendetangente der Curve von Steiner wird, bo 
fallen auch die Punete p und p^ in einen einsigeo zusammeiii 
und die ersten Polaren der Punete von 00' werden in p unter 
sich eine dreipunctige Berührung eingehen; p ist dabei «In 
Doppelpunct der ersten Polare des Wendepunctes o. 

Auszerdem berühren diese ersten Polaren in p die Curve 
von EessCy weil nach Nr. \\%d. die Wendetangenten der Curve 
von Steiner einen Teil des Ortes der Pole bilden, deren erste 
Polaren die Curve von Hesse berühren. Daraus folgt der Satz : 

Lehrsatz VII. Ist o ein Wendepunet der Curve von 
Steiner und p der Doppelpunct der ersten Polmre von 
o, so ist po die Tangente der Curve von Hesse in p. 

Gleichzeitig ist auch bewiesen: 

Lehrsatz VIII. In einem geometrischen Ifet% von Cur- 
ven {n-'iyter Ordnung gibt es 3(n— 2)(4ä— 0) Curven- 
büschel, in deren jeden die Curven eine dreipunctige Be- 
tiihrung mit einander eingehen, das heis%t, sich unter 
einander osculieren. 

120. Die Polaren der Doppelpuncte der Curven 
von Steiner haben zwei Doppelpuncte. Wir betrachten 
weiter ein« erste Polare, die zwei Doppelpuncte p nnd p' be* 
sitzt, und bezeichnen den Pol derselben diircfa o. Purch le- 
gen wir eine heliebige Gerade S, für welche die ersten Pi^laren 
Ihrer Punete ein Büschel bilden, der nach Nr. 88. 3(ii-2)* 
Doppelpuncte besitzt, das beiszt, die 3(fl— 2)* Durqhscbnitti- 
pancte von M mit der Curve von Steiner sind die Pole von 
ebensovielen ersten Polaren, die^inen Doppelpunct besitzen. 
Da aber die erste Polare von o schon zwei Doppelpuncte hat, 
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SO enthilt das Biiscbel nur 3(n — 3)*— '2 andere Corveo mit 
einem Doppelpancte. Daraos folgt» dasz E die Corve von Stei^ 
ner nnr noch in 3(fl~2)* — 2 Pancten auszer in o trifft»- dasz 
also ein Doppelpanct der Carve von Steiner ist. 

Nimoit R die Lage von P, der geraden Polare von ß, an, 
so gc^en die ersten Polaren aller ihrer Pancte sSmmtlich durch 
jr. Dieser Ponct zlhlt also nach Nr. 88a. für sa^ der 3(ii--2)* 
Doppelpnncte des Buscheis. Da also die Puncte p und ji* so- 
viel als drei Doppelpancte sind, so enthält das Büschel nur 
noch 3(ji*-2)^ — 3 Carven mit einem Doppelpancte, was nichts 
Anderes sagt, als dasz die Gerade P aaszer o nar noch 
3(fi — 2)* — 3 Puncte mit der Curve von Steiner gemein hat. 
Dieser Pnnct gilt also f&r drei Darchschnittspuncte der Corve 
mit P. Dasselbe läszt sich natSrIich fiir Fy die gerade Polare 
von p't nachweisen. 

Wir haben also den Satz: 

Lehrsatz IX. Hai eine erste Polare sueei Doppelpnncte 
p und p', so ist der Pol o ein Doppelpunct der Cnrve 
von Steiner, und die Tangenten dieses Doppelpunctes 
. sind die geraden Polaren von p und p\ 

Nehmen wir noch auf die in Nr. 108 if. bestimmte Zahl der 
Doppelpancte der Curve von Steiner Rucksicht, so fojgert sich : 

Lehrsatz X. In einem geometrischen Netze der (n-l)- 
ten Ordnung gibt es 

|(«_ 2)(n - 3)(3ii« -911—5) 
Curven deren jede %wei Doppelpnncte besitzt*). 

121. Die erste Polare einer Spitze der Curve von 
Steiner hat ebenfalls eine Spitze. Denken wir uns jetzt 
eine erste Polare mit einer Spitze p. Es sei o der Pol der- 
selben. Eine beliebige durch o gelegte Gerade R bestimmt 
ein erstes PolarenbOschel, von deszen Carven eine in p eine 
Spitze hat. Die Zahl der Carven des Buscheis mit einem Dop- 
pelpnncte ist also nach Nr. 88^. noch 3(ii— 2)*— 2, und i? schnei- 

*) Steiner^ a. a. O. S. 4*-5. 
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det daher die Curve von Steiner in zwei mit o zusatninen- 
fallenden Puncten. 

Betrachtet man aber die gerade Polare P von p^ so gehen 
die ersten Polaren aller Puncte dieser Geraden durch p^ und 
unter ihnen gibt es nach Nr. 88c. nur 3(it — 2)^—3, welche ei- 
nen Doppelpunct besitzen. Der Punct o stellt also drei Durch- 
schnittspuncte der Geraden P mit der Curve von Steiner vor« 
und es ist augenblicklich klar, dasz diese Eigenschaft aus- 
schlieszlich der Geraden P zukommt. 

Daraus folgt der Satz: 

Lehrsatz XI. Hat eine erste Polare in p eine Spit%e, 
so ist der Pol o derselben eine Spifite der Curve von 
Steiner, weiche in diesem Puncle die gerade Polare von 
p zur Rückkehrtangente hat*). 

Mit Bezug auf die in Nr. ]]8i^. bestimmte Zahl der Spitzen 
der Curve von Steiner folgt weiter: 

Lehrsatz XH. In einem geometrischen Netze (n — l)- 
ter Ordnung gibt es 12(«— 2)(«— 3) Curven, deren jede 
eine Spitze hat 

122. Die letzte Polare einer Curve berührt die 
Curve von Steiner in den entsprechenden Puncten 
der Durchschnittspuncte der gegebenen Curve mit 
der Curve von Hesse. Eine Curve Cm der m-ten Ordnung 
trifft die Curve von Hesse in 3ff»(it — 2) Puncten; die geraden 
Polaren dieser Puncte sind nach Nr. 103 c. und Nr. 108 a. sowol 
Tangenten der (n — l)-ten Polare von Cm» als der Curve von 
Steiner. Es sei nun p einer der obigen Puncte und o der 
Punct, in welchem die gerade Polare von p die Curve von 



♦) Steiner bewies, dasz die Curve von Steiner^ die er selbst Kern- 
curve nennt, 12(»--2Xn — 3) Spitzen habe {Cr eile 8 Journal T. 47. S. 4). 
Clehsch^ der dieselbe Zahl ftlr die ersten Polaren erhielt, die eine Spitze 
haben, vermuthete deshalb, dasz die Pole dieser letzteren die Spitzen der 
Curve von Steiner bilden wtbrden, und bewies diese Eigenschaft im Falle 
» r= 4. ( üeher Curven vierter Ordnung, Cretie^BorcKard^s Journal, T. 59. 
Berlin, Beimer, 1861, S. 131). 

Cremofiq, Ebene Curven. 13 
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S Seiner berührt, so bat die erste Polare von o in p einen 
Doppelponcty das heiszt^ sie hat in ihm zwei zusammenfallende 
Puncto mit Cm gemein. Da nun die (n— l)-te Polare von Cm 
nach Nr. 103. der Ort der Pole der ersten Polaren ist, %velche 
Cm berubren, so wird o ein Punet dieser (n — l)-ten Polare 
sein. Folglich gilt der Satz: 

Lehrsatz XIll. Die (n — lyte Polare einer gegebenen 
, Curve m-ter Ordnung berührt die Curve von Steiner in 
3i9»(ii— 2) Puncten, die Pole von ebenso vielen ersten Pola- 
ren sind, deren Doppelpuncte aus den Durchschnittspuncten 
der gegebenen Curve mit der Curve von Hesse bestehend. 

Für m = 1 entsteht hieraus : 

Lehrsatz XIV. Eine beliebige Gerade B schneidet die 
Curve von Hesse in 3(fi— 2) Puncten, die für ebensoviele 
erste Polaren Doppelpuncte bilden. Die Pole dieser ersten 
Polaren sind die Berührungspuncte der Curve von St ei- 
ner und der (n — l)-ten Polare von R. 

Es ßlllt nun sogleich In die Augen, dasz: 

Wenn R eine gewuhnlicbe Tangente der Curve von Hesse 
ist, die (n — l)-te Polare von R mit der Curve von Steiner 
eine vierpunctige und 3n — 8 zweipunctige Berührungen hat; 
dasz ferner: 

Wenn R eine Wendetangente der Curve von Hesse ist, 
die (n — l)-te Polare von R mit der Curve von Steiner eine 
sechspunctige und 3(ii— 3) zweipunctige Berührungen eingeht; 
dasz endlich: 

Wenn R eine Doppeltangente der Curve von Hesse ist, 
die (n — I)-te Polare von R zwei vierpunctige und 3n — 10 zwei- 
punctige Berührungen mit der Curve von Steiner besitzt 



§. 21. 
iSlipeiiseliafteii der zweiten Polaren* 

c 

123. Gemeine und gemischte zweite Polaren ei- 
nes Puncto s. Die erste Polare eines Punctes in Bezug 



Nr. 122— 123.] Theorie der Polaren. 195 

auf die erste Polare eines andern Pttnct.es o'y oder was nach 
Nr. 69c. dasselbe sagt^ die erste Polare von o' in Bezug anf 
die erste Polare von o haben wir in Nr. 116. der Kürze wegen 
die genaschte %weite Polare (seconda polare mista) der Puncte 
O nnd 0' genannt. Nehmen wir auf diese Benennung Rücksicht, 
so können wir die zweite Polare von o, das beiszt, nach Nr. 696. 
die erste Polare von in Bezug auf die erste Polare von o 
attch als die gemeine zweite Polare {seconda polare pura) des 
Puoctes o bezeichnen. 

Geht nun die gemischte zweite Polare der Puncte o und 
o' durch den Punct a, so geht nach Nr. 69if. die gerade Polare 
von in Bezug auf die conische Polare von a durch o\ Un- 
ter Beachtung von Nr. 108. folgt nun hieraus : 

Lehrsatz L Die gemischte %weite Polare s^eier Puncte 
und 0* ist der Ort der Puncte, für deren conische Po- 
lare die Puncte o und o' conjugierte Pole vorstellen. 

Daraus folgt, dasz, wenn wir in einer gegebenen Geraden 
R zwei Puncte und o' annehmen, die in Bezug auf die co- 
nische Polare eines Punctes a conjugiert sind, die gemischte 
zweite Polare von o und o' durch a geht. Die Punctepaare 
auf R, die in Bezug auf den ebenerwähnten Kegelschnitt con- 
jugiert sind, bilden eine quadratische Involution, deren Doppel- 
puncte ^» / nach Nr. 108. durch die Durchschnittspuncte des 
Kegelschnitts mit der Geraden gebildet werden. Die Puncte 
e und f sind nun auszerdem Pole zweier gemeiner ^weiter Po- 
laren^ die durch a gehen. 

'Hieraus folgt ferner, dasz es nutig, aber auch hinreichend 
ist, damit eine gemischte zweite Polare, deren Pole o und o* 
auf R liegen, durch a geht, wenn o und o* den Abschnitt ef 
harmonisch teilt, das heiszt: Sind o und o', e, f vier harmo- 
nische Puncte, 80 gehtidie gemischte zweite Polare von o und 
o* durch die Pole aller conischen Polaren, die die Puncte e 
und / enthalten. Nun liegt, sobald eine conische Polare durch 
zwei Puncte e und /geht, der Pol derselben nach Nr. 69a. auf 
der gemeinen zweiten Polare von e i|nd also ebenso auch auf d^r 
von f. Die (n — 1)^ Durchschnittspuncte dieser beiden zweiten 
Polaren sind die Pole von ebensovielen coniscben Polaren, die 
durch e und f gehen, sind also' auch Puncte, die allen ge- 

13* . 
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mischten ziveiten Polaren gemeio sind, die dorch a geheo, und 
deren Pole aaf B liegen. Daher 

Lehrsatz II. Die gemischten uffeiien Polaren, die durch 
einen gegebenen Punci gehen und ihre Pole auf einer ge- 
gebenen Geraden haben, bilden ein Curvenbüichel der 
{n — ^yten Ordnung. 

Soll eine gemischte zweite Polare^ deren Pole aaf R liegen, 
dnrch zwei Puncto a und b gehen, so ist sie yollständig und 
auf eine einzige Art bestimmt Die Puncto von R nSmIich, die 
zu zwei und zwei in Bezug auf die conische Polare von a ein- 
ander conjugiert sind, bilden eine Involution. Eine zweite In- 
volution entsteht auf dieselbe Weise durch den Punct b. Die 
gemeinschaftlichen conjogierten Puncto beider Involutionen (H. 
s. Nr. 256.) sind die Pole der gesuchten gemischten zweiten 
Polare. 

Wir schlieszen weiter: 

Lehrsatz III. Die gemeinen und gemischten fsweüen 
Polaren, deren Pole auf einer gegebenen Geraden liegen^ 
bilden ein geometrisches Nei% der (n — 2)-/eii Ordnung. 

Auszerdem bilden die gemeinen zweiten Polaren der Puncte 
der gegebenen Geraden eine Reihe vom Index 2, das heiszt, 
durch einen beliebigen Punct a gehen zwei gemeine zweite 
Polaren, deren Pole auf der gegebenen Graden <^ nnd auf der 
conischen Polare von a — liegen. Auch ist der Ort der Dop- 
pelpuncte der gemeinen und gemischten zweiten Polaren der 
Puncto der gegebenen Geraden, das heiszt die Curve von Hesse 
des oben erwähnten Netzes nach Nr. 92. eine Curve der 3(fi — 3)- 
ten Ordnung. 

124. Ort der Berührungspnnctt der zweiten Polare 
einer Geraden mit den gemeinen zweiten Poiareo 
ihrer Puncto. Wir haben soeben bemerkt, dasz durch zwei 
Puncte e und / der gegebenen Geraden R (n — 2)* conische 
Polaren gehen, deren Pole die Durchschnittspuncte der gemei- 
nen zweiten Polaren der Puncte von e und f sind. Nähern 
sich diese beiden Puncto ins Unendliche bis zum Zusammen- 
fallen in einen einzigen f, so haben wir (n— -2)* conische Po- 
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laren, die in /"die Gerade R berühren, und ihre Pole werden 
die Durchschnittspuncte der gemeinen zweiten Polare von f mit 
der geroeinen zweiten Polare des diesem Puncte anendlich nahen 
Punctes ron R sein, das heiszt, es werden ebensoviele Be- 
ruh rungspunete der geroeinen zweiten Polare von / mit der 
zweiten Polare det gegebenen Geraden sein, das ist nach Nr. 1(M. 
mit der Einhüllenden der geroeinen zweiten Polare der Puncte 
von Rf oder dem Orte der Pnncte der conischen Polaren, die 
R berfihren. 

Wir haben ferner bemerkt, dasz, wenn o, O*, e, f vier har- 
monische Puncte von R sind, die gemischte zweite Polare von 
O und 0* durch die (n — 2)^ Durchschnittspuncte der gemeinen 
zweiten Polaren von e und f geht. Nun fällt nach Nr. 4., vor- 
ausgesetzt, dasz e, f in einen einzigen Punct f zusammenfallen, 
auch einer der andern beiden Puncte, etwa 0\ mit / zusammen. 
Die gemischte zweite Polare zweier Puncte o und f von R 
geht daher durch die (» — 2)^ Puncte, in denen die gemeine 
zweite Polare von / die zweite Polare von R berührt. Folglich 
entststeht: 

Lehrsatz IV. JHe Curve %n—'%'ter Ordnung, %weite 
Polare einer gegebenen Geraden R, berührt in («—2)* 
Puncien die gemeine zweite Polare eines beliebigen Pun- 
ctes o von R. Die 2(n— 2)^ Puncte, in denen die %weite 
Polare von R von den gemeinen zweiten Polaren %weier 
Puncte und o' von R berührt wird, liegen alle auf ein 
und derselben Curve der {n—^yten Ordnung, nämlich 
auf der gemischten zweiten Polare der Puncte o und o^ 

a. Aehnlichkeit der Eigenschaften der zweiten 
Polaren einer Geraden mit denen eines Kegelschnit- 
tes. Aus Alle dem läszt sich herleiten, dasz die zweite Po- 
lare einer Geraden in Bezug auf die gemeinen und gemischten 
zweiten Polaren der Puncte dieser Geraden alle Eigenschaften 
und Relationen besitzt, die zwischen einem Kegelschnitt und 
den Geraden bestehen, die ihn berühren, oder schneiden. 

b. Einhüllende einer Reihe vom Index 2. Dieses 
wichtige Resultat ist nicht ausschliesziiches Eigenthum der 
zweiten Polaren, sondern erstreckt sich auf ein beliebiges Netz. 
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In einem gegebenen geometrischen Curvennetze m-ter Ordnung 
gibt es eine unbegrenzte Zahl von Curven, die eine Reibe vom 
Index 2 bilden. Die EinhuHende der Reihe ist eine Curve, 
die jede eingehüllte Curve in den m'^ Puncten berührt, in der 
diese letztere die unmittelbar folgende Eingehüllte schneidet. 
Durch einen beliebigen Punct gehen aber nur zwei Eingehüllte, 
diese fallen also zusammen, wenn der Punct auf der Einhüllen- 
den angenommen wird. Daraus folgt, dasz die Einhüllende eine 
Eingehüllte nicht treffen kann, ohne sie gleichzeitig zu berüh- 
ren, und da also diese beiden Carven sich in m'^ Puncten be- 
rühren, so ist die Einhüllende der Gurven der vorgelegten Reihe 
eine Curve der 2m-ten Ordnung. 

Alle Curven eines Netzes, die durch ein und denselben 
Punct gehen, bilden ein Büschel. Nun entstehen die Berüh- 
rungspuQcte der Einhüllenden mit einer Eingehüllten aus dem 
Durchschnitt dieser letzteren mit der unmittelbar folgenden 
Eingehüllten; diese Durchschnittspuncte bilden daher die Ba- 
sis eines Curvenbüscbels des Netzes. Alle Curven des Netzes 
also, die durch einen Punct gehen, in dem die Einhüllende 
Tangente an eine gegebene Eingehüllte ist, gehen auch durch 
die andere m^ — 1 ßerührungspüncte der Einhüllenden mit der- 
selben Eingehüllten. 

Durch zwei Puncto, in denen die Einhüllende von zwei ver- 
schiedenen Eingehüllten "berührt wird, geht nur eine einzige 
Curve des Netzes. Eine beliebige Curve also, die wol dem 
Netze angehurt, aber nicht der Reihe, schneidet die Einhüllende 
in 2»»^ Puncten, in denen diese von zwei Curven der Reihe 
berührt wird. 

c. Eigenschaften der Durchschnittspuncte der 
Curve von Hesse des Netzes mit der zweiten Polare 
von i?. Wir kehren zu der zweiten Polare der Geraden R zu- 
rück. Die (n — 1)^ ßerührungspüncte zwischen dieser Curve 
und der gemeinen zweiten Polare eines Punctes o von B bilden 
die Basis eines Curvenbüscbels von gemischten zweiten Pola- 
ren, deren Pole und ein variabler Punct auf R sind. Fallen 
zwei dieser Berühungspuncte in einen einzigen zusammen, so 
haben die Curven des Büschels in ihm die Tangente gemein, 
und für eine von ihnen ist nach Nr. 47. dieser Punct ein Dop- 
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pelpunct. Er gehurt deshalb der Curve von Hesse des Netzes 
an^ das nach Nr. 123. von den gemeinen und gemischten zwei* 
ten Polaren der Punote von R gebildet wird. In jedem der 
€(n — 2)(n — 3) üarchscbnittspuncte dieser Curve von Hesse 
mit der zweiten Polare von R hat diese letzte Carve eine vier- 
punctige Berührung mit einer gemeinen zweiten Polare, deren 
Pol auf R liegt, und die dieselbe Curve noch in (n — 2)^ — 2 
andern verschiedenen Puncten berührt. 

125. Andere Erklärung der zweiten Polare einer 
Gera/len. Die zweite Polare der Geraden R kann auch als 
Ort der Durchschnittspuncte der entsprechenden Curven zweier 
projectivischer Curvenbüschel betrachtet werden. Es seien o 
und 0* zwei feste Puncte und i ein variabler Punct auf R* Die 
gemischten zweiten Polaren respective der Puncte 0, i und o', i 
schneiden sich in {n — 2)^ Ppncten, die der zweiten Polare von 
R angehören, weil in ihnen nach Nr. 124. die Berührung dieser 
Curve mit der gemeinen zweiten Polare von t Statt hat. Läszt 
man i sich auf R bewegen , während und o' fest bleiben, so 
erzeugen die eben erwähnten beiden gemischten zweiten Po- 
laren zwei projectivische Curvenbüschel der (it — 2)-ten Ord- 
nung, und der Ort der Durchschnittspuncte zweier entsprechen- 
der Curven ist ist genau die zweite Polare von R, 

Für die Puncte o und 0' kann man offenbar zwei beliebige 
andere zu substituieren, wenn sie nur auf R liegen, da die 
(n — 2)^ Durchschnittspuncte der gemischten zweiten Polaren 
von o, i und 0*, i nach Nr. 77. nichts Anderes sind, als die 
Pole von R in Bezug auf die erste Polare von i. Hieraus er- 
gibt sich folgende andere Definition (M. s. Nr. 86.): 

Lehrsatz V. Die foteite Polare einer Geraden ist der 
Ort der Pole dieser Geraden in Remtg auf die erste Po- 
lare eines variablen Punctes derselben Geraden*). 

a. Gemeine und gemischte zweite Polaren einer 
Geraden. Diese Erklärung führt fast von selbst auf eine 
wichtige Verallgemeinerung. Wenn nämlich zwei Gerade R 
und R* gegleben sind, was ist dann der Ort der Pole der einen 



*) Salmoitj Higher plane cwrt'es, p. 152. 
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Geraden in Bezug aaf die erste Polare eines Punctes, der sich 
auf der andern bewegt? Es seien in R beliebig zwei Puncte 
und 0' fixiert, und auf R ein beliebiger Pnnct i' angenommen, 
so schneiden sich die gemischten zweiten Polaren der Puncte 
o, i und o\ i in (n — 2)* Puncten, welche die Pole von R in 
Bezug auf die erste Polare von i sind. Laszen wir i sich auf 
R bewegen, so erzeugen die erwähnten gemischten zweiten 
Polaren zwei projectivische Curvenbuschel (n — 2)-ter Ordnung, 
und der Ort der Durchschnittspuncte zweier correspondierender 
Curven ist eine Curve der 2(ii — 2)-ten Ordnung, die offenbar 
die gesuchte ist. Ihr kann man den Namen gemischte vweiie 
Polare der Geraden R und R geben, um sie von der gemeinen 
zweiten Polare von R, die wir oben definierten, zu unterscheiden. 

b. Weitere Definition der gemischten zweiten 
Polare zweier Geraden. Wie die gemeine zweite Polare 
von R der Ort der Puncte ist, d^ren conische Polaren von R 
berührt werden, so gilt von der gemischten zweiten Polare 
zweier Geraden R und R der Satz: 

Lehrsatz VI. Die gemischte zweite Polare zweier Gera' 
den R und R ist ,der Ort eines Punctes^ in Re»ug auf 
deszen conische Polare die Geraden R und R einander 
conjugiert sind. 

Gehen nämlich sowol die zweite gemischte Polare von o 
und i, als die von o' und i durch den Punct a, so geht die 

gerade Polare von i in Bezug auf die conische Polare von a 

nach Nr. 123. durch o und o', das heiszt t* ist der Pol von R 

in Bezug auf diesen Kegelschnitt, w. z. b. w. 

c. Eigenschaften des Durchschnittspunctes bei- 
der Geraden. Läszt man in den vorhergehenden Untersu- 
chungen in a. den Punct t* mit dem Durchschnittspuncte der 
Geraden R und R' zusammenfallen, so findet sich, dasz die ge- 
mischte zweite Polare dieser beiden Geraden durch die (n — 2)^ 
Puncte geht, in denen sich die gemischten zweiten Polaren der 
Puncte o, i und o', i schneiden, das heiszt nach Nr. 124. durch 
die (n — 2)^ Puncte, in denen die gemeine zweite Polare von i 
die gemeine zweite Polare von R berührt. Folglich gilt der Satz: 

Lehrsatz VII. Die gemeine wweite Polare des Durch* 
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scknittspuneies zweier Geraden berührt Jede der gemeinen 
fsweiten Polaren dieser Geraden in (n— 2)^ Puncten* Diese 
2{n^2)^ Berührungspuncie liegen alle auf der gemischien 
»weilen Polare derselben beiden Gereulen. 



126. Die gemeinen und gemischten zweiten Po- 
laren der Geraden, die durch einen Punct gehen, bil- 
den ein Netz. Soll die gemischte zweite Polare zweier 
Geraden R und R, die sich in einem gegebenen Puncto i schnei- 
den, durch einen andern vollstfindig gegebenen Punct o gehen, 
so ist es nach Nr. 1256. notwendig, aber auch hinreichend, dasz 
diese beiden Geraden in Bezug auf die conische Polare von o 
conjugiert sind, das heiszt, dasz sie mit dem von i aus an die 
coniscbe Polare von o gelegten Tangenten E und F ein har- 
monisches Stralenbüschel bilden. Bilden daher die Geraden 
R, Rfy E, F ein harmonisches Stralenbflschel, so geht die ge- 
mischte zweite Polare von R und R durch die Pole aller co- 
Dischen Polaren, die die Geraden E und F berubren. Nun liegt 
aber nach Nr. 1046. und Nr. 124., wenn eine conische Polare 
diese beiden Geraden berührt, der Pol auf der geraeinen zwei- 
ten Polare dieser beiden Geraden. Die 4(fi— 2)^ Durchschnitts- 
puDcte dieser beiden Curven sind also die Pole von ebensovielen, 
dem Winkel EF eingeschriebenen conischen Polaren, sind also 
Puncto aller gemischten zweiten Polaren, welche den Punct o 
enthalten, der Geraden, welche durch i' gehen. Diese gemisch- 
ten zweiten Polaren bilden also ein Curvenbfischel. 

Hieraus folgt, dasz durch zwei gegebene Puncto o und o' nur 
eine einzige gemischte zweite Polare von zwei Geraden geht •— 
die aber nicht gegeben sind — , die durch einen gegebenen Punct 
i gehen. Daraus folgt : 

Lehrsatz VIII. Die gemeinen und gemischten vweiten 
Polaren von. Gereuten, die durch einen gegebenen Punct 
gehen, bilden ein geometrisches Curvennet» der 2(ii — 2)- 
ten Ordnung. 

Von welchem Index ist die Reihe der gemeinen zweiten 
Polaren aller Geraden, die durch den gegebenen Punct i gehen? 
Wir untersuchen, wieviele dieser zweiten Polaren durch einen 
beliebigen Punct o gehen. Die Einhüllende der Geraden, deren 
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gemeiDe zweite Polare durch o gehen, iet nach Nr. 104^. die 
coniache Polare desselben Ponctes. An sie kannvinan von i 
zwei Tangenten legen. Dorcb i gehen daher anch nnr zwei 
Gerade» deren gemeine zweite Polaren den Pnnct Q enthalten. 
Daher der Satz: 

Lehrsatz IX. Die gemeinen tmeiien Polaren der Ge- 
raden, die durch einen gegebenen Funct gehen, bilden 
eine Reihe vom Index 2. 

127. Die gemeine zweite Polare einer Geraden 
berührt die Carve von Hesse in allen Pnncteo, die 
sie mit ihr gemein hat. Es sei i^ein der gemeinen zweiten 
Polare too R und der Curve von Hesse filr die 'Fandamental- 
cnrve Cn gemeinschaftlicher Panct. Betrachtet man denselben 
als der ersten Carve angehurig, so ist p der Pol einer conischen 
Polare die R berührt^ and gehurt er der Carve von Hesse 
an, so entspricht demselben Puncto als conische Polare ein 
Paar gerader Linien, die sich im entsprechenden Poncte o der 
Curve von Steiner schneiden. Es gibt also soviel Durch- 
schnlttsp'uncte der Curve von Hesse und der zweiten Polare 
von R, als es Darchscbnittspuncte von R mit der Curve von 
Steiner gibt, das heiszt 3(n— 2)'. Daraus folgt: 

Lehrsatz X. Die gemeine %weite Polare einer belie- 
bigen Geraden berührt die Curve von Hesse in den 3(ii— 2)* 
Puncten, die sie mit derselben gemein hat. 

Da die conische Polare von p durch zwei in o zusammenlau- 
fende Gerade gebildet wird , so bat die Gerade R, die durch 
o geht, in Bezug auf diesen Kegelschnitt eine unbegrenzte 
Zahl von Polen die nach Nr. llOa. alle auf einer zweiten Gera- 
den, die auch durch o geht, gelegen sind. Daher enthält eine 
Gerade Rf, die beliebig, aber nicht durch o gezogen ist, einen 
Pol von jR in Bezug auf die cooische Polare von p, das heiszt 
nach Nr. 1256.; p ist ein Punct der gemischten zweiten Polare 
der Geraden R und R. Daraus ergibt sich: 

Lehrsatz XI. Die 6(n-<2)^ Puncte, in denen die Curve 
von Hesse von den %wei gemeinen %weiten Polaren %weier 
Geraden berührt wird, liegen sämmtUch auf der gemisch- 
ten upeiten Polare dieser beiden Geraden. 
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Die gemeinen zweiten Polaren der Geraden, die durch ei- 
nen gegebenen zweiten Ponct i' geben, bilden nach Nr. 126. 
eine Reihe der 2(n — 2)-ten Ordnung und vom Index % werden 
also nach Nr. 1246. von einer Curve der 4(n — 2)-ten Ordnung 
umhQllt. Diese Curve ist nach Nr. 125 c. aus der Curve von 
Hesse und der gemeinen zweiten Polare des Punctes i zu- 
sammengesetzt, und die 8(fi — 2)^ Puncte, in denen die gemei- 
nen zweiten Polaren zweier dieser Geraden die Curve von 
Hesse und die gemeine zweite Polare von t berfihren, liegen 
sämratlich auf der gemischten zweiten Polare derselben beiden 
Geraden. 

a. Die Curve von Hesse berfihrt die zweite Po- 
lare des dem Berührungspuncte entsprechenden Pun- 
ctes der Curve von Steiner. Wir haben bewiesen, dasz 
die gemeine zweite Polare von R die Curve von Hesse In p 
berfihrt. Auszerdem geht auch die gemeine zweite Polare von 
durch p, so dasz dieser Punet für die erste Polare von 
ein Doppelpunct ist. Andererseits berühren sich die gemeine 
zweite Polare von o und die gemeine zweite Polare von jff, 
einer Geraden, die durch gebt, nach Nr. J24. in allen Puncten, 
in den sie sich treffen. Daraus flieszt: 

Lehrsatz XII. Die Curve von Hesse berührt in einem 
beliebigen ihrer Puncte die gemeine zweite Polare des 
entsprechenden Punctes der Curve von Steiner. 

ö. E.igenschaften der Tangenten der Curve von 
Hesse und Steiner in den Puncten p und o. Aus dem 
Vorhergehenden folgt, dasz die Tangente der Curve von Hesse 
in p nach Nr. 74 c. der zu po in Bezug auf die beiden Geraden, 
welche die erste Polare von o im Doppelpuncte p berühren, 
zugeordnete harmonische Stral ist, und dasz, wenn die erste 
Polare von o in p eine Spitze hat, in ihm die Rückkehrtangente 
auch die Curve von Hesse berührt. 

Dem analog ist die Tangente der Curve von Steiner in 
o der zu po in Bezug auf die beiden Geraden, welche die co- 
nische Polare von p bilden, zugeordnete harmonische Stral. 

c. Weitere Eigenschaften des Punctes p. Be- 
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traebtet man eine iweite doreh o gelegte Gerade Jf , so wird 
die gemeine zweite Polare dieser Geraden die Corre von HessB 
eben&lls im Panete p berfihren. Urogelcehrt: die Geraden, de- 
ren gemeine zweite Polaren dnrch p gehen, sind nach Nr. 104^. 
die Tangenten der conischen Polare ron p\ aber dieser Kegel- 
schnitt lost sich in zwei durch o gelegte Gerade auf, so dass 
alle Gerade, deren gemeine zweite Polaren durch p gehen, den 
Pnnct o enthalten. 

Die Curye von Hesse wird daher in p sowol von der ge* 
meinen zweiten Polare von o als den gemeinen und gemisch- 
ten zweiten Polaren aller Geraden berührt, die dnrch o gehen. 

d. Die Gerade R als Tangente der Corvo von Stei- 
ner. Wie die Berfihrangspuncte der Cnrve von Hesse mit 
der gemeinen zweiten Polare einer Geraden R den Durchschnitts«' 
poncten von R mit der Curve von Steiner entsprechen, so 
wird, wenn R diese letztere Curve im Puncto o berührt, die 
gemeine zweite Polare von R eine vierpunctige Berührung mit 
der Curve von Hesse im entsprechenden Pnncte p eingehen 
und dieselbe anszerdem noch in 3(ii— 2)*— 2 andern Puncten 
einfach berfihren. 

Die Tangenten an die coniscbe Polare eines Punctes i sind 
nach Nr. 104^. die einzigen Geraden, denen geroeine zweite 
Polaren entsprechen, die durch i gehen. Dieser Kegelschnitt 
hat aber 6(it— l)(n— 2) Tangenten mit der Cnrve von Steiner 
gemein, so dasz die Reihe der gemeinen zweiten Polaren — 
von Geraden — , die eine vierpunctige Berührung mit der Curve 
von Hesse eingehen, vom Index 6(ii — l)(ii~2) ist. 

Ist R eine Doppeltangente der Curve von Steiner, so 
hat die gemeine zweite Polare von R mit der Curve von Hesse 
zwei vierpunctige und 3(n — 2)^ — 4 zweipunctige Beruhrungen. 

Ist endlich R eine Wendetangente der Curve von Steiner, 
so bat die gemeine zweite Polare von R mit der Curve von 
Hesse eine secbspunctige und auszerdem 3(ii — 2)* — 3 zwei- 
punctige Beruhrungen. 

128. Gerade Linien, deren zweite Polaren einen 
Doppeipunct besitzen. Wie sind die Geraden beschaffen, 



Nr. 127c— 129.] JJieorie der Palaren, 205 

deren gemeine zweite Polaren einen Doppelponct besitzen? 
Da die gemeine zweite Polare einc^r Geraden R der Ort der 
Pole ist, deren conische Polaren R berühren, so ist es, wenn die 
zweite Polare einen Doppelpnnct haben soll, notwendig, dasz 
die conische Polare mit R mehr als zwei Puncte gemein habe, 
das heiszt, dasz sie eine conische Polare sei, die sich in zwei 

gerade Linien auflöst, deren eine R ist. Darans folgt: 

• 

Lehrsatz XIII. Die Geraden, deren gemeine zweite 
Polaren mit einem Doppelpuncte entsprechen, sind dieje- 
nigen, welche %u %tüei und zwei die conischen Polaren der 
Puncte der Curve von Hesse darstellen. Die Doppelpuncte 
der gemeinen zweiten Polaren dieser Geraden sind eben 
diese Puncte der Curve von Hesse. 

Die gemeine zweite Polare eines beliebigen Punctes t 
schneidet die Curve von Hesse in 3(n— ^2)' Puncten, den Po- 
len von ebensovielen conischen Polaren, die durch t* gehen, 
deren jede aus dem System zweier Geraden besteht Daraus 
folgt : 

Lehrsatz XIV. Die Geraden, welche die conischen 
Polaren der Puncte der Curve von Hesse darstellen, wer^ 
den von einer Curve der 3(n-'2)^-ten Classe umhiUlt. 

129. Ort eines Punctes, deszen conische Polare 
in ein einem gegebenen Kegelschnitt conijugiertes 
Dreiseit eingeschrieben ist. Die gemischte zweite Polare 
zweier Geraden R und R ist der Ort der Puncte, fflr welche 
die Tangenten, die man an ihre conische Polare vom Puncte 
R'R aus legen kann, mit diesen Geraden harmonische Stra« 
lenbüschel bilden. Solche conische Polaren erzeugen eine Reihe 
vom Index 2(ii — 2)', da dieses die Zahl der Puncte ist, in denen 
die erwähnte gemischte zweite Polare von der gemeinen zweiten 
Polare eines beliebigen Punctes geschnitten wird. Nach Nr. 85. 
gibt es also unter diesen Kegelschnitten 4(ii-- 2)*, die eine 
beliebige Gerade berühren. 

Nun sei ein beliebiger Kegelschnitt C gegeben, und man 
verlange, den Ort eines Punctes zu bestimmen, deszen conische 
Polare in ein der Curve C conjugiertes Dreiseit eingeschrieben 
sei. Es sei a ein beliebiger Punct, und A die gerade Polare 
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¥OD a io Besag aof C Es gibt nnii 4(s — 2)* conische PolveD, 
die A ond zwei sieh io a schneidende Gerade iierohren, die 
in Bezug aof C einander conjngiert sind, das heiszt ^m — 2)* 
conisehe Polaren, die zo C conjngierten Dreiseiten eingeschrie- 
ben sind, deren eine Seite Ä ist. Die conischen Polaren die 
Ä berühren, haben aber ihre Pole anf der gemeinen zweiten 
Polare von Ä, so dasz daher der gesachte Ort 4{n — 2)* Pnnete 
mit der gemeinen zweiten Polare einer beliebigen Geraden ge- 
mein hat. Das heiszt, er ist eine Curve der 2(n — 2)-ten Ord- 
nung. 

Hat ein dem Kegelschnitt C conjngiertes Dreiseit einen 
Seheitel O aof dieser Cnrve, so fallen zwei Seiten mit der Tan- 
gente zusammen, und die dritte ist eine beliebige durch o ge- 
legte Gerade. Gehort dieser Punct o der Curve von Stei- 
ner an, das heiszt, ist der Doppelpunct der conischen Polare 
eines Punctes p der Curve von Heseey so kann dieser Kegel- 
schnitt als in dieses Dreiseit eingeschrieben betrachtet werden. 
Folglich entsteht: 

Lehrsatz XV. Der Ort eines Punctes, dessen conisehe 
Polare in ein einem beliebigen gegebenen Kegelschnitt 
cofkjugiertes Dreiseit eingeschrieben ist, ist eine Curve 
der 2(n — ^yten Ordnung, welche die Curve von Hesse 
in den Puncten schneidet, die den Durchschnittspuncten 
der Curve von Steiner mit dem gegebenen Kegelschnitt 
entsprechen. 

Diese Curve der 2(ii-«2)'^ten Ordnung ist, wenn der ge- 
gebene Kugelschnitt In ein Paar gerade Linien degeneriert, 
nichts Anderes, als die gemischte zweite Polare eben diesei 
Geraden. 

Einem jeden beliebigen Kegelschnitt entspricht dabei* eine 
bestimmte Curve der 2(it — 2)-teD Ordnung, und gemäsz dem 
Theorem in Nr. Ulf. ist augenblicklich klar, dasz allen Kegel- 
schnitten, die demselben Viereck umgeschrieben sind, ebenso- 
viele Curven der 2(n — 2)*te.n Ordnung entsprechen werden, die 
ein CurvenbCIschel bilden. 
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§. 22. 

WBie Cnrven von Hesse und Cayley einer Cnrve 

dritter Ordnung^« 

130. Nähere BestimmuDg der zu betrachtenden 
Curveo dritter Ordnung. Wir wollen jetzt die im Vorher- 
gehenden auseinandergesetzte allgemeine Theorie auf den Fall 
anwenden, dasz die Fundamentalcurve von der dritten Ordnung, 
also eine Curve C^ sei, die wir ohne vielfache Puncte voraus- 
setzen. Daraus folgt dann nach Nr. 70., dasz sie von der sechS' 
ten Classe ist, und nach Nr. 100., dasz sie neun Wendepuncte 
besitzt. 

a. Gerade und conische Polare eines Punctes. 
JedeGerade hat vier Pole. Jeder beliebige Punct ist nach 
Nr. 68. der Pol einer .conischen und einer geraden Polare. 

Durch zwei beliebig gewählte Puncte geht nach Nr. 77^1. 
nur eine einzige conische Polare. Alle conischen Polaren, die 
durch einen Punct o gehen, haben noch drei andere Puncte o^ 
o^, O3 gemeinschaftlich, und ihre Pole liegen sämmtlich auf ein 
und derselben Geraden, welche die Polare eines jeden der 
vier Puncte 0, Oi, O2, O3 ist. 

Eine Gerade hat daher vier Pole, und zwar die Scheitel 
des Vierecks, das den conischen Polaren der Puncte dieser 
Geraden eingeschrieben ist. 

Alle Gerade, die durch denselben Punct gehen, haben 

Cremona, Ebene Curven» 14 
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Ihre Pole auf einem Kegelschnitte, der nach Nr. 69a. die eo- 
nische Polare von o ist. 

b. Gemischte zweite Polare zweier Puncte. Die 
gerade Polare eines Pnnctes 0' in Bezug auf die conische Po- 
lare eines andern Punctes fallt nach Nr. 69 c. mit der geraden 
Polare von In Bezug auf die conische Polare von o' zusam- 
men. Daraus folgte dasz, wenn man von o die Tangenten an 
die conische Polare von o' und von o* die Tangenten an die 
conische Polare von o legt, die vier Beruhrungspuucte in ein 
nnd derselben Geraden liegen, die nach Nr. 123. die gemischte 
wweite Polare der Puncte o und o' Ist. 

c. Die Fundamentalcurve Ist von der sechsten 
C lasse. Von einem beltehigen Puncte o der Ebene kann man 
Im Allgemeinen sechs Tangenten an die gegebene Curve dritter 
Ordnung legen, da dieselbe eine Curve sechster Classe ist. 
Die sechs Beruhrungspuncte liegen alle auf der conischen Po- 
lare des Punctes 0. 

d. Det Punct O als Punct der Fundamentalcurve. 
Ist aber ein Punct der Curve dritter Ordnung, so wird diese 
In ihm sowol von der geraden als von der conischen Polare 
desselben Punctes beröhrt. In diesem Falle gehen von o nur 
vier Gerade aus, welche die Curve dritter Ordnung in andern 
Puncten berühren. Die Beruhrungspuncte sind nach Nr. 71. 
die vier Durchschnittspuncte dieser Curve mit der conischen 
Polare von ö. 

131. Das anharmonische Verhältnisz der vier Tan- 
genten, die man von einem Puncte der Fundamental- 
curve an dieselbe legen kann, Ist constant. Es sei o 
ein Punct der Curve dritter Ordnung, welche A\^ conische Po- 
lare dieses Punctes auszer Im Beruhrungspuncte o noch In H, 
6, r, d schneidet, so dasz also nach Nr. \2üd. die Geraden 
o(a, by c, d) die Tangenten der Curve dritter Ordnung in den 
Puncten a, b, c, d sein werden» 

Nach Nr. 30. wird eine Tangente von der unendlich nahen 
Tangente in ihrem Beruhrungspuncte geschnitten. Ist also O' 
der Punct der Grundcurve, der unmittelbar auf folgt, so sind 
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• 

die Geraden o'(a, ö, c, d) die vier Tangenten^ die man durch o' 
l^gen kann. Da nun die conische Polare von o die Curve drit« 
ter Ordnung in a berfihrt and in a, b, c, ä schneidet, so liegen 
die sechs Puncto 0, o', a, ö, c, d alle auf demselben Kegel- 
schnitt, das heiszt nach Nr. 62., die beiden Büschel 0(a,b,et d) 
und o'(tf, bi c, d) haben dasselbe Doppelverhältnisz. Damit ist 
bewiesen, dasz das anharmonische Verhältnisz der vier Tan- 
genten, die man von einem Puncto o der Fundamentalcurve an 
dieselbe legen kann, sich nicht verändert, wenn man zum un* 
mittelbar folgenden Puncte übergeht. Das gibt den Satz: 

Lehrsatz I. D(is anharmonische Verhältnis» des Bü- 
scheis der vier Tangentenj die man von einem beliebigen 
Puncte einer Curve dritter Ordnung an dieselbe legen 
kann, ist constant*). 

a* Die Durchschnittspuncte der Tangenten zweier 
Puncte der Fundamentalcurve liegen auf vier Kegel- 
schnitten. Aus dem Vorhergehenden folgt, dasz, wenn 
o(a, Ö9 c, d) und 0*(a*, b', &, d*) die beiden Tangentenbüschel In 
Bezug auf zwei beliebige Puncte o und 0' der Curve dritter 
Ordnung sind, die vier Puncte, in denen die Tangenten des 
ersten Buscheis die entsprechenden Tangenten des zweiten 
Büschels schneiden, nach Nr. 62. auf einem Kegelschnitte liegen, 
der durch und 0* geht. Die Tangenten können sich nun aber 
auf vier verschiedene Wbisen entsprechen» da nach Nr« 1. das 
Doppelverhältnisz des Büschels *o(a, 6, c, d) mit denen des Bü- 
schels o{by ay d, c), 0(c, d, a, 6), o(d, c, 6, a) identisch ist. Die 
secbszehn Puncte also, in denen die vier Tangenten durch o 
die vier Tangenten durch 0' schneiden, liegen auf vier Kegel- 
schnitten, die durch o und 0* gehen. 

b. Doppelverhältnisz einer Curve dritter Ord- 
nung. Das constante anharmonische Verhältnisz der vier Tan- 
genten, die von einem beliebigen Puncte einer Curve dritter 
Ordnung an diese gelegt werden können, kann man Doppelter- 
hältnis% der Curve dritter Ordnung nennen. 



*) iSalifion, Thiorhnes sur le« eoHrbe» de trouiifM degre. {Cr eil es 
Jonrnal, T. 42. Berlin, Reimer, 1851. 8. 274.J — Btffher plane eurves, p. Itl. 

14* 
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Eine Cnrve dritter Ordnung heiszt harmomsck, wenn ihr 
anharmonisches VerhSitnisz die negative Einheit ist, das heiszt, 
wenn die vier Tangenten, die von einem beliebigen Puncto der 
Cnrve an sie gelegt werden können, ein harmonisches Stralen- 
buschel bilden. 

Eine Curve dritten Grades heiszt äfuianharmottischy sobald 
das Doppelverbältnisz derselben eine imaginäre dritte Wurzel 
aus der negativen Einheit ist» das heiszt, wenn die vier durch 
einen ihrer Puncte gelegten Tangenten die drei anharmoniscken 
Orundverhältnine unter einander gleich haben (M. s. Nr. 27.). 

132. Die Curven von Hesse und Steiner fallen 
zusammen. Besteht die conische Polare eines Punctes o aus 
ein Paar Geraden, die sich in O* schneiden, so ist umgekehrt 
nach Nr. 78. die conische Polare von o' ein Paar in o sich 
schneidender Geraden. Folglich ist der Ort der Doppelpuncte 
der conischen Polaren, die sich in Paare gerader Liqien auf- 
losen, auch der Ort ihrer Pole, das heiszt nach Nr. 88. und 90., 
die Curven von Steiner und von Hesse sind ein und dieselbe 
Cnrve der dritten Ordnung. 

a. Einhüllende der Geraden 00\ Auszerdem wird, 
da die Gerade oo' der Ort zweier Geraden ist, welche die bei* 
den Puncte o und o' der Cnrve von Hesse mit den entspre- 
chenden Puncten o' und o der Curve von Steiner verbinden, die 
Einhüllende von oo', die dem allgemeinen Theoreme in Nr. 986. 
gemäsz von der sechsten Classe sein soll, sich in unserm Falle 
auf die dritte Classe reducieren *). 

b. DieCurvevon Hesse eines Netzes zweiter Ord- 
nung. Die Puncte und o' sind nach Nr. 986. conjugierte 
Pole i& Bezug auf irgend eine conische Polare, welche ein 
geometrisches Netz zweiter Ordnung bilden. Daher entsteht: 

Lehrsatz II. Der Ort der Paare von Polen, die in Be- 
äug auf die Curven eines Nettes von Kegelschnitten con- 



*) Cayley, M^noire sur les courbes du troisihne ordre (Joamal de 
M. Liouville, acut 1844, p. 290). 
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jugiertsind, ist eine Curve der dritten Ordnung {Die Curve 
von Hesse des Net%es)*)^ 

c. Die Curve von Hesse als Einhüllende der gera- 
den Polaren ihrer Puncte. In der allgemeinen Theorie 
Nr. 118. und 127a. ist bevriesen^ dasz die Curve fon Steiner 
in einem beliebigen Puncto von der geraden Polare des ent- 
sprechenden Punetes der Curve von Hesse berührt wird, und 
dasz die zweite Polare eines Punetes der Carve von Steiner 
die Curve von Hesse im entsprechenden Puncte berührt. Im 
Falle der Curve dritter Ordnung fallen diese beiden Eigenschaf- 
ten in eine zusammen, nämlich dahin, dasz die Tangente- der 
Curve von Hesse in o die gerade Polare von 0' ist. Daraus 
folgt : 

Lehrsatz III. Die Curve von Hesse ist die Einhül- 
lende der graden Polaren ihrer Puncte. 

Dieser Lehrsatz läszt die sechs Tangenten bestimmen, die 
man von einem beliebigen Puncte i' an die Curve Ton Hesse 
legen kann. Die geraden Polaren, die durch t* gehen, haben 
nämlich ihre Pole auf der conischen Polare von i^ welche die 
Curve von Hesse in sechs Puneten schneidet, deren jeder als 
gerade Polare eine Tangente der Curve von Hesse hat, die 
durch i geht. Natürlich liegen die Berührungspuncte dieser 
sechs Tangenten auf der conischen Polare von t' nach der Curve 
von Hesse genommen. 

133. Tangenten derCurve von Hesse in zwei con- 
jagierten Polen. Es seien (Fig. 8) o und o* zwei in Bezug 
auf die conischen Polaren conjugierte Pole, dann Ist die co- 
nische Polare von o das System zweier Geraden a6 und cd, 
die sich in 0' schneiden, und die conische Polare von o* wird 
aus zwei andern Geraden (id und bc gebildet, die sich in 
schneiden. Schneiden sich diese beiden conischen Polaren 
gegenseitig in a, b, c, d^ so sind dieselben nach Nr. 130a. die 
Pole der Geraden 00*, und die Geraden ac und bd, deren Durch- 
scbnittspunct u sei, bilden die conische Polare eines Punetes 
II', der auf der Geraden 00* liegt. Die Puncte u und u* sind 



*) Hesse, üeber die Wendepuncte u. «. w. S. 105. 
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dalMT xwei aeiie conjogierte Pole^ und «' ist der dritte Dareh- 
schoittspiiDet der Carre von Hesse mit 0&. 

Nach Nr. 696.fallt die gerade Polare ron o' bezogen aaf die 
FoDdamentalcurFe mit der Polare von o' in Bezog auf den Ke- 
gelschnitt zusammen, den die beiden Geraden ad und b€ bil« 
den. Folglich ist nach Nr. 132c. Ott, die Tangente der Carve 
Ton Hesse im Pancte o, der zu o& conjugierte harmonische 
Stral in Bezog auf ad and bc. Diese Eigenschaft kann man 
auch ans dem Theorem in Nr. 1276. herleiten. Dem analog 
ist o'u die Tangente der Gurre von Hesse in &. Hieraus folgt: 

Lehrsatz IV. Die Tangenten der Curve von Hesse 
in %wei eonjugierien Polen o und o' sehneiden sich in 
einem Puncie dieser Curve, der der conjugierte Pol des 
drillen Durehschniltspuncles derselben Curve näl der 
Geraden oo' ist* 

a. Gorrespondiereode Pancte einer Curve dritter 
Ordnang. Zwei Puncto einer Curve dritter Ordnung heiszen 
eorrespon^erende Puncie, sobald sie denselben Tangential- 
panct haben (ro. s. Nr. 39 b.), das heiszt, wenn die Tangenten 
in diesen Puncten die Curve in demselben Pancte sehneiden. 

Indem wir uns dieser Bezeichnung bedienen» können wir 
sagen 9 dasz zwei in Bezug auf ein Netz von Kegelschnitten 
conjugierte Pole correspondierende Puncto der Curve von Hesse 
dieses Netzes sind. 

b. Curve von Cayley der Fundamentalcurve. Da 
die geraden Polaren von o und 0' sich in u schneiden, so wird 
die conische Volare von u durch o und o* gehen. Da aber 
U ein Punet der Curve von Hesse ist, so besteht seine conische 
Polare aas der Geraden 00' und einer zweiten Geraden durch 
«'. Daraus folgt ; 

(ichrsatz V. Eine Gerade, die %wei conjugierte Pole 
und 0' verbindet und folglich die Curve von Hesse in 
einem drillen Puncie vf schneidet ^ bildet einen Teil der 
conischen Polare des Puncles u, welcher der conjugierte 
Pol des Puncles u* ist* 

Die Geraden» welche die conischen Polaren der Pancte 
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der Curve von Hesse bilden, fverden nach INr. 12& von einer 
Cnrve dritter Classe umhüllt. Diese fällt nun mit der Einhül« 
lenden der Geraden zusammen, welche zvrei covrespondierende 
PuDctc der Curve von Hesse mit einander verbindet (M. s. 
Nr. 132a.). 

*. Dieser Curve geben wir den Namen Curve voti Capley 
der gegebenen Curve dritter Ordnung, zu Ehren des berühmten 
Caylep, der in einer seiner elegantesten analytischen Abhand- 
lungen die interessantesten Eigenschaften derselben querst auf- 
fand und bewies*). 

e. Tangenten von einem Puncte der Hesseschen 
Curve an die von Cayley. Die Tangenten, die man von 
einem Puncte o der Curve von Hesse an die von Cayley 
legen kann, sind die Gerade, welche o mit seinem conjugierten 
Pole & verbindet, und die beiden Geraden, welche die conische 
Polare von o' bilden. 

ä. Andere Erklärung der Curven von Hesse und 
Cayley. Sind a, ^, c, d die vier Pole einer Geraden i?, so 
bilden die Geradenpaare {bc, ad), (ea, bd), {ab, ed) drei conische 
Polaren, deren Pole auf i? liegen. Die Durchsehnittspuncte die- 
ser drei Paare gerader Linien geboren also der Curve von 
Hesse an. Das gibt den Satz: 

Lehrsatz VL Die Curve von Hesse ist der Ort der 
Diagonalpuncte , und die Curve von Cayley die Einhül- 
lende der Seiten des vollständigen Vierecks^ dessen vier 
Scheitel die Pole einer beliebigen Geraden bilden. 

134. Vierseite, deren Scheitel correspondierende 
Puncte der Curve von Hesse sind. Es seien n, af; b, 
b* zwei Paare conjugierte Pole; c der Durchschnittspunct, der 
Geraden a6 und Q*V\ c* der der Geraden ab^ und a*b. Dann 
aind O» a\ b, b\ c, c' diö sechs Scheitel eines voUstHndigen 
Yierseits, und da nach der Voraussetzung die Endpuncte der 
beiden Diagonalen aa' und bb^ in Bezug auf eine beliebige co- 



*) A Memoir on curves of ihe third order (FhikMoplikMl TruMflCtioiif, 
TOI. 147, imrts, Iioadon 1857, p.41$*^46)* 
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Disdie Polare coojogierfe Pole siod, so sind nach Kr. 109. sadi 
die PoDcte c und €f coojagierte Pole io Bezug aaf das niat- 
KcIm Netz Kegebchniftte. Daraos folgt: 

Lehrsatz Vll. Sind a, ö, c drei PmeU der Carre 
von Hesse in gerader linie, so bilden die drei Fole <, 
b*, ef, die ihnen betmgUch eonjugiert sind, ein Dreieck, 
des%en Seiten Vf, efc^, itb', respeciüfe durch a,b,c gelten» 

Hieraus ergibt sieb, dasz, wenn zwei conjogierte Pole a 
uod 4it und eio dritter Paoct b der Corve yoo Hesse gegebeo 
sind, es, am den conjogierteo Pol b' zu finden, genügt, die Gera- 
den ba nnd baf zu ziehen. Diese schneiden nämlich die Conre 
neuerdings in c nnd c*, nnd der gemeinscbaniiche Ponct der 
Geraden caf und c'a ist dann der verlangte*). 

a. Involution der Verbindungslinien conjugier- 
ter Pole mit einem Puncto der Curve von Hesse. Die 
Geraden, die man von einem beliebigen Pnocte o der Curve 
von Hesse nach den conjogierteo Polpaaren ^ziehen kann, bil- 
den eine quadratische InvoIntioD. Schneidet nämlich eine be- 
liebig durch o gelegte Gerade die Curve von Hesse in a und 
b, so liegen die eonjugierten Pole ef nnd b' dieser Puncte eben- 
falls mit O in gerader Linie. Die Geraden oab und oafb' sind 
also in der Art mit einander verbunden, dasz die eine die an- 
dere, und zwar nur auf eine Art bestimmt Folglich u. s. w. 

b. Umkehrung des Vorigen. Sind umgekehrt sechs 
Puncte a, o'; b, b^; c, e* gegeben, so ist der Ort eines Pun- 
ctes o, für welchen die Paare von Geraden o{a, a'), o{b, b% 
o{c,&) in Involution stehen, eine Curve dritter Ordnung, für 
welche a und af, b und b\ c und & correspondierende Puncte- 
paare vorstellen**). 

135. Die Curve von Cayley als Ort der verbunde- 
nen Pole der Puncte der Curve von Hesse. Wenn zwei 
der vier Pole (verbundene Pole) einer Geraden in einen einzi- 



*) Maclauritif a, o. 0., p. 224. 

**) Cayley, Memoire sur les courbes du iroMme ordre, p. 287. 
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gen Punct o zusammenfallen, so gehurt dieser Punct nach 
Nr. 906. der Curve von Hesse an, und alle conischen Polaren, 
die durch ihn hindurchgehen, hahen in ihm dieselbe Tangente 
oo\ Es seien nun (Fig. 8.) Oi und o^ die beiden andern Pole 
der geraden Polare (o'ü) von o, das heiszt, es seien Oi und 
O2 die Puncto, in denen die Geraden (ad und bc), welche die 
conische Polare von 0' bilden, die Gerade schneiden, welche 
durch u' geht und mit 00' zusammen nach Nr. 1336. die conische 
Polare von u bildet. 

Zwei der Tangenten, welche nach Nr. 133<2/. von Oi an die 
Curve von Cayley gelegt werden können, fallen mit o^o zu- 
sammen, und die dritte ist o^o^» Ebenso fallen von den Tan- 
genten, die man von O2 an die Cayley sehe Curve legen kann, 
zwei mit 0^0 zusammen und die dritte \st O^Pi* Folglich be- 
rühren nach Nr. 30. die Geraden OOi und 00^ die Curve von 
Cayley in Oi und O2. 

» 

Hieraus folgt nach Nr. 105., dasz die Curve von Cayley 
der Ort der verbunden Pole der Puncte der Curve von Hesse 
ist. Das heiszt: 

Lehrsatz VIU. Bewegt sich eine gerade Polare so^ 
das% sie die Curve von Hesse einhüllt, so durchlaufen »wei 
ihrer Pole, die in einen Punct %usammenfallen, die Curve 
von Hesse selbst, und die beiden andern von einander 
verschiedenen Pole beschreiben die Curve von Cayley. 

• • • - 

a. Tangenten von einem Puncte der Curve von 
Hesse an die Curve von Cayley. Man bemerke noch, dasz 
von einem Puncte der Curve von Hesse drei Tangenten an die 
Curve von Cayley gezogen werden können, nämlich '0(0|, 0^,9 0*), 
und dasz voiV diesen die beiden oOi und 00^ sich derart entspre- 
chen, dasz die durch ihre Berührungspuncte gezogene Gerade 
0|£?2 selbst eine Tangente der Curve von Cayley ist. 

b. Die Curve von Cayley ist von der sechsten 
Ordnung. Diese Gerade, die durch u* geht und mit 00' die 
conische Polare von u bildet, schneidet die Curve von Cayley 
nicht blos in Oj und o^» den verbundenen Polen von 0, sondern 
auch in 0^1 und O2* den verbundenen Polen von 0'.. Da nun 



218 i>«^ OapM, [|. 98. 

dme Gerade eine Tangente der G«fve von Caui^U ist, «o 
folgt aageoblicklich» dass diea« letzte Cur?e von der sechateA 
Ordnung ist 

Dies iSszt sich auch noch auf folgende Weise zeigen. 
Durch einen Punct i iaszen sich nach Mr. 132c. sechs Tangen- 
ten an die Curve von Hesse legen. Jede dieser Geraden hat 
zwei in einen Punct derselben Curve von Hesse zusammen* 
fallende Pole, und folglich liegen die übrigen zwölf Pole auf der 
Curve von Cayley. Aber die Pole der Geraden, die durch i 
geben, liegen alle auf der conischen Polare von i, diese schnei* 
det also die Curve von Cayley in zwölf Puncten, woraus sich 
ergibt, dasz diese von der sechsten Ordnung sein musz. 

c. Harmonische Eigenschaft der Verbindungs 
geraden zweier conjugierter Pole. Aus dem Vorherge- 
henden ergibt sich, dasz, wenn oo^ eine Tangente der Curve 
^on Cayley i^t, der Berührungspunct o^ ein* dem Puncto oder 
Curve von Hesse verbundener Pol ist, der in derselben Gera- 
den liegt, ohne dass jedoch auch sein correspondiereoder Punot 
0* In derselben sich befindet. Bezeichnen wir also durch den 
Beröhrungspunct der Geraden oo* mit der Curve von Cayley^ 
so ist ein dem Puncte u* verbundener Pol. 

Es sei n' der dritte Durcbschnittspunct der Curve von Hesse 
mit uuf, und es sei n der conjugierte Pol von n'. Die Gerade, 
welche durch n' geht und mit uuf die coniscbe Polare von n 
bildet, schneidet dann 00' im Puncte o. 

Nun geht die gerade Polaro von n in Bezug auf die conische 
Polare von durch o'; dieser Kegelschnitt ist daher ein Paar 
in 0' sich schneidende Geraden. Aber die gerade Polare von 
n in Bezug auf die conische Polare von o fallt nach Nr. 1306. 
mit der geraden Polare von o in Bezug auf die conische Polare 
von n zusammen, das heiszt, in Bezug auf das System (tfu', 
n'o). Der Pol und die Puncte u*, o, 0', in denen die Gerade 
00' den Kegelschnitt und die gerade Polare, die wir oben er- 
wähnten , trifft, bilden also nach Nr. 110a. ein harmonisches 
Punctsystem. Daraus folgt: 

Lehrsatz IX. Die Gerade, die wisei cofyuffierie P9ie 
perMndei, wird dweh den dritten Durehsehnittspunct mU 
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der Curve von ffe^se un4 den BerUhrung$p^mi d$r Curve 
wn Cayley harmonisch ffeteiii% 

136. Poloconica einer Geraden. Die Einhüllende 
der geraden Polaren der Puncte einer gegebenen Geraden j? 
ist ein Kegelschnitt^ der auch nach Nr. 103. der Ort der Pole 
der conischen Polaren ist, die E berühren , oder auch nach 
Nr. 125. der Ort der Pole von It in ßezug auf die conischen Po- 
laren der Puncte von jR. Diesen Kegelschnitt, der der allge- 
meinen Theorie in Nr. 104. gemäsz die gemeine zwette Polare 
von jß ist, werden vir im vorliegenden Falle kurz die gemeine 
Poloconica der Geraden B nennen. 

a. Weitere Definition der conischen Polare. Die 
conische Polare eines Punctes i kann auszer als Ort der Puncte, 
deren gerade Polaren durch i gehen, nach Nr. 104^. auch als 
Einhüllende der Geraden definiert werden, deren Poloconiken 
durch i gehen. 

ö^ iSeue Definition der Gurven von Hesse und 
Cayley. Die Geraden, deren Poloconiken einen Doppelpunct 
haben, stellen nach Nr. 148. die conischen Polaren der Puncte 
der Curve von Hesse vor, das heiszt, sind Tangenten der 
Curve von Cayley. 

Wir betrachten wieder die Gerade 00* (Fig. V) und wollen 
die Poloconica als Ort der Pole untersuchen, deren conische 
Polaren 00* berühren. Da die oo* ein Teil der conischen Po- 
lare von u ist, so musz nach Nr. 128. dieser Punct für die ge* 
suchte Poloconica ein ' Doppelpunct sein. Auszerdem hat die 
conische Polare eines jeden der Puncte o und 0* zwei zusam« 
menfallende Puncte mit 00* gemein, so dasz folglich die Po- 
loconica dieser Geraden durch das Paar gerade Linien uo und 
uo* dargestellt ist. 



Ö' 



Hieraus, sehen wir, folgt also: 

Lehrsatz X. Die Curve von Hesse ist der Ort der 
Boppelpuncte der Poloconiken, die sich in %wei Gerade auf* 



♦) Cayley, A Memoir pn curves ^tc, p. 425. 
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io$en, und ist gleiekateUi§ die Einhüllende dieser Geraden. 
Die CuTve von Cayley Ungegen ist die Einknilende der 
Geraden^ deren Polocomken hetr achtet wurden*). 

c« Gemischte Poloconica zweier Geraden. Der 
Ort eines Panctes in Bezug auf deszen conische Polare zwei 
Gerade R und B! conjugiert sind, ist ein Kegelschnitt, — nach 
der allgemeinen Theorie die gemischte zweite Polare von R 
und B! — , den man gemischte Poloconica der Geraden R und R 
nennen kann. Dieselbe ist anch nach Nr. 125«., 6. der Ort der 
Pole einer beliebigen dieser beiden Geraden in Rezng auf die 
conisehen Polaren der Pancte der andern. 

d. Fortsetzung. Die gerade Polare des Durchschnitts- 
punctes zweier Geraden R und R berührt die gemeinen Polo- 
coniken dieser beiden Geraden in zwei Puncten, die nach 
Nr. 125 c. auf der gemischten Poloconica dieser beiden Gera- 
den liegen. 

137. Jede Poloconica berührt die Curve von Hesse 
in drei Puncten. Nach Nr. 122. utid Nr. 127. folgt: 

Lehrsatz XI. Wenn eine Gerade R die Curve von 
Hesse in den drei Puncten a, b, c schneidet, so berührt 
die Poloconica von R diese Curve in den drei conjugier- 
ten Polen a', b* & dieser Puncte. 

Daraus folgt, dasz^ wenn R eine gewöhnliche Tangente 
der Curve von Hesse mit dem Beriihrungspuncte a ist» und 
dieselbe nochmals einfach in b schneidet» die Poloconica von 
R mit der Curve von Hesse in a% dem conjugierten Pole von 
a, eine vierpunctige» und in b\ dem conjugierten Pole von b, 
eine zweipunctige Berührung eingeht. Berührt aber R die Curve 
von Hesse in einem Wendepuncte a, so hat nach Nr. 127^. 
die Poloconica von R mit dieser Curve eine sechspunctige Be- 
rührung In a*. 

a. Eigenschaften der Berührungspuucte. Die sechs 
Berührungspuncte der Curve von Hesse mit den gemeinen 

•) Cayley^ A Memoir <m curves €te., p. 432. 
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Poloconiken zweier Geraden liegen nach Nr. 127.. sämmflich auf 
der gemischten Poloconlca beider Geraden. Daraus folgt: 

Lehrstaz XII. Schneiden zwei Gerade die Curve von 
Hesse in sechs Fanden, so liegen die conjugierten Pole 
dieser Geraden auf demselben Kegelschnitt *). 

Lehrsatz XIII. Legt man durch die drei Puncte, in 
denen die Curve von Hesse von einer Poloconica öerühr,t 
wird, einen belieöigen zweiten Kegelschnitt, so triffst die' 
ser die Curve von Hesse in drei neuen Puncten, in denen 
dieselbe von einer zweiten Poloconica berührt wird. 

Wir sahen in Nr. l'iöb., dasz, wenn o und o* (Fig. 8) zwei 
conjugierte Pole sind» in denen die Curve von Hesse von 
Geraden berührt wird, die sich in u schneiden, diese beiden 
Geraden die gemeine Poloconica von 00^ darstellen. Diese Po- 
loconica berührt die Curve von Hesse in u, o, o'. Die letzten 
drei Puncte also und drei ihnen analoge liegen immer auf ein 
und demselben Kegelschnitt, 

b. Conische Polare eines Punctes der Curve von 
Hesse in Bezug auf dieselbe Curve. Die vier Taugen- 
Xeu, die man von u aus nach vier andern Puncten der Curve 
von Hesse ziehen kann^ bilden nach Nr. 1366. die beiden ge- 
meinen Poloconiken der beiden Geraden, die in vf sich schnei- 
dend die conische Polare von u darstellen. Die Beröhrungs- 
puncte dieser vier Geraden liegen auf einem Kegelschnitte, der 
nach Nr. 130^. die Curve von Hesse in u berührt, auszerdem 
liegen aber die Berührungspuncte der Curve von Hesse mit 
den gemeinen Poloconiken zweier Geraden auf der gemischten 
Poloconica dieser Geraden. Folglich erscheint der Satz: 

Lehrsatz XIV. Die conische Polare eines Punctes u 
der Curve von Hesse in Bezug auf diese nämliche Curve 
fällt mit der gemischten Poloconica der beiden Geraden 



♦) Allgemeiner gilt nach Nr. 129. der Satz: 

Schneidet ein Kegelschnitt die Curve von Hesse in sechs Puncten, 
so liegen die conjugierten Pole dieser Puncte auf einem zweiten Kegel- 
schnitt, 
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misämmem, weiche in Bewag auf die WwnäametOaUwrve üe 
eonUcke Polare von u dar stellen» 



138. Beigeordoeter Kegelschoitt Eine beüebige 
TnmsTersale« die darcb den festeo Pol o gezogeo ist, «cbeeide 
die Faodamentalcaire dritter Ordnung in n^, a^, a^ and die 
eonieehe Pola^ von o in mi nnd m^. Aof derselben Trans- 
Tersale soeben wir nun die beiden Ponete «j nnd «s, welcbe 
doreb die Gleicbnngen 

(1) 






om^ 
bestimmt werdeo» oder aneb dorcb die quadratische Gleicbnng: 

(2) 

^ _ V ^ ■ Ml ^ _¥ ^ i ^ V^o. 

S^ om\omi '^ omj orn^ . om^ i\ßm^ "^ omj 

m 

Nacb den Relationen aber, die nacb §.3^ ziviscben drei 
Pnncten Oi, a^, a^ nnd ihren harmonischen Mittelpnncten jKi 
nnd m^ bestehen» erhält man: 

omi "^ oiRs 3 voni "^ oa^"^ oa^ ' 

owii .orn^ ^ ^Oa^.oa^ • oa^.oax oax -oa^ ' 

so dasz die Gleichung (2) auch folgendermaszen geschrieben 
werden kann: 

/i^ LVi. J \ \S\ 

\om Ofli/ Vom '*' 0«! oa^ oa^J 

(3) |+C2_±yi+JL_±_-L)l«o. 



+ 



\(m ooi/Kom oa^ oai owj 
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Ld$zeti wir di^ Ttanst^tiSAte «kh um drehen^ bo wird 
der Ort d^r Pancte % und m^ ein« Curve zw^itet Ordnung 
sein, die man den beigeordneten Kegei^htiitt (ciinica ftatellite) 
des Poles nennen kann*). 

Fallen die Puncte a^ and a^ zusammen, das beiszt berfihrl 
die Transversale die Curve dritter Ordnung in a^^ und schnei- 
det sie dieselbe in a^, so erhält die Gleichung (3) offenbar 

den gemeinschaftlichen Factor -:: — -— . Daraus folgt i 

Lehrsatz XV. Der beigeordnete Kegelschnitt enthält 
die sechs Puncte, in denen die Pündamentülcurve -dritter 
Ordnung von den Tangenten, die man vom Pole aus an 
sie legen kann, geschnitten wird. 

Fallen die beiden Puncte mi und ^2 zusammen, das beiszt, 
berührt die Transversale die conische Polare von \ti m^, so 
zeigen die Gleichungen (1), dasz beide Puncte nti und m^, mit 
i»i zusammenfallen, das beiszt, die Transversale berührt in 
diesem Puncte auch den beigeordneten Kegelschnitt. Das gibt: 

Lehrsatz XVI. Der beigeordnete Kegelschnitt berührt 
die conische Polare in den Puncten, in welchen diese 
durch die gerade Polare geschnitten mrd. 

a. Andere Erklärung der Curve von Hesse. Aus 
dem soeben Gegebenen und dem Theoreme in Nr. 394. folgt, 
dasz, wenn ö ein Punct der Curve von Hesse ist, das beiszt, 
wenn die conische Polare von aus einem Paar geraden Linien, 
die sich in 0* schneiden, besteht, auch der beigeordnete Kegel- 
schnitt aus einem Paar Geraden besteht, die sich in demselben 
Puncte schneiden, und zwar aus dem Paar, das durch die bei- 
geordneten Geraden derjenigen Geraden gebildet wird, die die 
conische Polare von bilden. 

Jede der beiden in & zusammentreffenden Geraden, die 
einen Teil der conischen Polaren von bilden, bat also nach 
Nr.39d. als beigeordneten Punct den Punct 0'. Daher entsteht: 



*) Was liefert die analoge Ünters{^chui)g für eine Curve n-ter Ordnung? 
Sie musz auf eine heigeordnete Curve (curva Satellit e) der (n — 1 )(n — 2)-ten 
Ordnung fahren. Man sehe: Salmon, Higher plane ourves, |». 68-^69. 
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Lehrsatz XVII. Die Cmrve ton Hesse ist der Ort 
der PuneUg die den Geraden, welche die Curve ron Cay- 
iey berühren^ beigeordnet sind. 

b. Nene Erklärung der Corre von Cayley. Man 
erhUt eine andere Erklärung der Curve von Cayley, wenn 
man beachtet, dacz (Fig. 8) der Panct u nach Nr. 133. der Tan- 
geptialpanct von o' — und auch von o — in Bezog auf die 
Cnrve von Hesse -ist, nnd dasz, da die Geraden o{a,b,u,u^ 
ein harmonisches Stralenbuschei bilden, die Gerade 00' die 
gerade Polare von u' in Bezug auf die conische Polare von & 
ist. Dfraus folgt nämlich: 

Lehrsatz VIII. Die Curve von Cayley ist die Ein- 
hallende der gemischten geraden ttseiten Polaren stweier 
Puncte der Curve von Hesse, von denen der eine der 
Tangentialpunct des andern ist*). 



§. 23. 

Bilflctael Ton Cunren dritter Ordnani^ mit denselbeii 

Wendepuneten« 

J39. Harmonische Polare eines Wendeponctes ei- 
ner Curve dritter Ordnung. Aus dem Theoreme in Nr. 71., 
auf eine Fundamentalcurve dritter Ordnung C^ angewendet, folgt, 
dasz, ivenn man durch einen festen Punct i' dieser Curve eine 
beliebige Transversale legt, die sie in den beiden andern Pno- 
cten ii und ^ schneidet^ der Ort des in Bezug auf ii und i^ 
conjugierten harmonischen Punctes von i die conische Polare 
von i ist. 

Ist aber i ein Wendepunct der Fundamentaicurve, so zer- 
legt sich nach Nr. 80. die conische Polare in die Tangente des 
Wendepunctes und eine andere Gerade /, die nicht durch t 
geht. Daraus folgt: 

Lehrsatz I. Der Ort der conjtigierten harmonischen 
Puncte eines Wändepunctes einer Curve dritter Ordnung 



*) Cayley f A Memoir on curves efc., p. 439— 442. 
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in Be%uff auf die beiden Puncte, in denen dieselbe durch 
eine um den Wendepunct sich drehende Transversale ge- 
schnitten wird, ist eine Gerade*). 

Die Gerade J, die die Fundamentalcurve nach Nr. 39c. in 
den drei Puncten schneidet, in denen diese von den durch den 
Wendepunct gelegten Tangenten berührt wird, nennt man har" 
manische Polare des Wendepunctes t. Man darf dieselbe jedoch 
nicht mit der gewöhnlichen geraden Polare verwechseln^ die 
bekanntlich die Wendetangente ist. 

a, Eigenschaften der harmonischen Polare. Durch 
den Wendepunct i ziehen wir zwei Transversalen, die die Curve 
der dritten Ordnung in den Puncten a, a* und b, b* schneiden. 
Da die harmonische Polare durch die conjugierten harmoni- 
schen Puncte von t* in Bezug auf die Punctepaare a, a* \ by b* 
vollständig bestimmt ist, so ist sie nichts Anderes, als die Po- 
lare von i in Bezug auf die beiden Geraden (ab, a'b*)^ oder 
auch in Bezug auf das Paar (ab%a'b). >Nach Nr. 110a. geht 
deshalb die Gerade / durch den Durchschnittspunct der Gera- 
den (a6> afb') und durch den der Geraden (ab\ a'b). 

Fallen die beiden Transversalen zusammen» so erhSlt man 
die Eigenschaft, dasz, sobald man durch den W^endepunct i eine 
Transversale legt, die die Curve dritter Ordnung in a und b 
schneidet, die Tangenten in diesen Puncten sich auf der har- 
monischen Polare von i schneiden. 

Aus Allem, was vorhergeht, ist augenblicklich klar, dasz 
ein Wendepunct einer Curve dritter Ordnung, in Bezug auf 
diese Curve und auf seine harmonische Polare diei^Iben Ei- 
genschaften hat, die nach Nr. 107. ein beliebiger Punct in Be- 
zug auf einen Kegelschnitt und seine gerade Polare besitzt*^). 

abis. Involution der Tangenten von einem Puncte 
von /an die gegebene Curve. Da zwei Tangenten der 
Curve dritter Ordnung, deren Beröhrungspuncte mit dem Wen- 
depuncte i in gerader Linie liegen, sich in einem Puncte m 
der Geraden J schneiden und mit mi und derselben Geraden J 



*) Maclaurin^ a. a. 0., p. 228. 

V 

♦*) CkasleSy Apergu historiqtie, p. 349. 
Cremona , Ebene Curven, )5 
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ein barmonisches Stratenbfischel bilden, so sind die sechs Tan- 
genten, die man von m an die Curve dritter Ordnung legen 
kann, in Involution, der Art, dasz die Berübrungssebne zweier 
eonjugierter Tangenten durcb i gebt> und die Doppelstralen der 
Involution J und mi sind. 

b, Die Wendepuncte liegen zu drei und drei in 
gerader Linie. Wenn drei Gerade die gegebene Curve drit- 
ter Ordnung bezüglicb in den Puncten i*, a, a*\ j, ö» ö'\ l, c, & 
schneiden, und wenn i*, 7, / und a, Ö^ c in zwei geraden Linien 
liegen, so sind nacb Nr. 39a. aucb a'y b\ & in gerader Linie. 
Angenommen die drei Punete t, J, / fielen in einen einzigen 
Wendepunct i zusammen, so treffen sieb die beiden Geraden 
abc und afb'&y wie soeben bewiesen, auf der barmoniseben 
Polare von i. Fallen auszerdem die Punete a, 6, c in einen 
zusammen, so hat dasselbe für die Punete a\ b\ c* Statt und 
folglich haben wir: 

Lehrsatz II. Die Gerade y die zwei Wendepuncie einer 
Curve dritter Ordnung enthält, geht durch einen dritten 
Wendepunct*). Die Wendetangenten in zwei beliebigen die- 
ser drei Wendepuncte treffen sich auf der harmonischen 
Polare des dritten. 

c, Eigenschaft der barmoniseben Polaren. Aus 
dieser Eigenschaft und der Definition der harmonischen Polare 
eines Wendepunctes ergibt sich, dasz, wenn 1, 2, 3 drei Wen- 
depuncte in gerader Linie sind, der conjugierte harmonische 
Punct von 1 in Bezug auf die Punete % 3 auf der harmonischen 
Polare von 1 liegt, und dem analog für die übrigen; dasz da- 
her die harmonischen Polaren der Wendepuncte I, % 3 naeh 
Nr. 76. die drei Geraden sind, w^elche die Scheitel des durcli 
die drei Wendetangenten gebildeten Dreiseits mit dem Pol der 
Geraden 123 in Bezug auf dasselbe Dreiseit als Fundamental- 
curve verbinden. 

d, Fortsetzung. Den hieraus sich ergebenden Satz: 
Lehrsatz III. liegen drei Wendepuncte 1^ % 3 einer 



*) Maclaurin^ a. a. 0., p. 281. 
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Curve dritter Ordnung in gerader Linie, $o schneiden sich 
die drei harmonischen Polaren J^, Xj^, Jj in demselben 
Puncte, 

kann man auch folgendermaszen beweisen. Es $eieo Ji^ «/^', 
J^* die Wendetangenten der Fuiidamentalearve in den drei ge- 
nannten Wendepuncten. Die Paare von Geraden J|, Ji*; J^ 
J^*\ J33 J9* sind die coniscben Polaren eben dieser dreiPuncte» 
und diese Kegelschnitte mu'szen nach Nr. 130«. demselben 
Viereck umgeschrieben sein^ deszen Scheitel die Pole der 
Geraden J23 sind. Das heiszt^ die Geraden Jg, J3' muszen 
durch die vier Puncte Ji*J^y Jx''J^t •A'*^«» ^i*^% gehen. Die 
Tangenten in zwei der Wendepuncte 1, 2» 3 treffen sich aber 
auf der harmonischen Polare des dritten« das heiszt, J^ geht 
durch den Punct Ji'J%, und folglich geht /g auch durch den 
Punct Ji • Jj, w. z. b. w. 

Hieraus folgt weiter: 

Lehrsatz IV, Die vier Pole einer Geraden, die drei 
Wendepuncte der Curve dritter Ordnung enthält, sind die 
Scheitel des Dreiseits, das durch die correspondierenden 
Wendetangenien gebildet wird, und der gemeinschaftliehe 
Durchschmttspunct der harmonischen Polaren der drei 
Wendepuncte*). 

e. Die Berührungspuncte der Tangenten von drei 
Puncten der harmonischen Polaren dreier Wende- 
puncte liegen auf einem Kegelschnitt Es seien ^i, m^ 
m^ drei beliebig auf den respectiven harmonischen Polaren der 
drei Wendepuncte 1^ 2, 3, die in gerader Linie liegen^, ange^ 
nommene Puncte. Durch jeden der Puncte m ziehe man zwei 
Tangenten an die Curve dritter Ordnung, so dasz die Berüh- 
rungspuncte mit dem entsprechenden Wendepuncte in gerader 
Linie liegen^ dann werden, da die drei Berübrungssehnen die 
Curve in drei Pnnoten 1, % 3 in gerader Linie schneiden, di^ 
andern sechs Durchschnittspuncte, das heiszt, di^ sechs Be« 
rührungspuncte der sechs Tangenten nach Nr. 39a. auf einem 
Kegelschnitt liegen. 



") Plücker, Sintern der analytischen Geometrie, S. 28S. 

15* 
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140. Weitere Eigenschaft eines Wendepnnetes. 
Drei durch einen Wendepnoct i gelegte Transversalen mCgen 
die. gegebene Carve dritter Ordnung hezuglich in den Poneten 
Ot af'y bs b*\ Ct & schneiden, und die Gerade J, die harmo- 
nische Polare von i, in den Puncten a, b, c treffen, den 
conjugierten harmonischen Puncten von i in Bezug auf die 
Punctepaare a, o'; b^ b'; e, &. Eben diese Puncto a, h, c lie- 
gen aber nach Nr. 139. auch auf der conischen Polare von i 
in Bezug auf eine beliebige durch die sieben Puncto t*, a, a', 
b, b*9 Cy €f gelegte Cnrve dritter Ordnung. Diese conische Po- 
lare I5st sich deshalb in zwei Gerade auf, deren eine J ist. 
Das heiszt nach Nr. 80., i ist ein Wendepunct und J die be- 
treffende harmonische Polare für jede beliebige Curve dritter 
Ordnung, die durch die obigeti sieben Puncto beschrieben ist*). 

a. Sycigetisches Büschel von Curven dritter Ord- 
nung. Nach Nr. 100. hat eine Curve dritter Ordnung neun 
Wendepnncte» und zwar sind dies ihre Durchschnittspuncte mit 
der Curve von Hesse. Da nach Nr. 1396. die Gerade, die 
zwei WendepuDcte verbindet, durch einen dritten Wendepunct 
geht, so miiszen durch jeden dieser nenn Puncto vier Gerade 
gehen, die die acht übrigen enthalten. Daraus folgt mit Rück- 
sicht auf den eben bewiesenen Satz: 

Lehrsatz V. Jede Curve dritter Ordnung, die durch 
die neun Wendepunete einer gegebenen Curve dritter Ord- 
nung beschrieben ist, hat in diesen Puncten ebenfalls ihre 
Wendepunete **)• 

Die Curven dritter Ordnung, die die neun Wendepunete 
gemein haben, heiszen spcigetisch. 

b. Durch die neun Wendepunete gehen vier Sy- 
steme von drei Geraden. Durch jeden Wendepunct der 
gegebenen Curve dritter Ordnung gehen nach dem Vorherge- 
henden vier Gerade, deren jede zwei andere Wendepunete ent- 
hält, folglich ist die Zahl der Geraden, die je drei Wendepunete 



*) Salmon, Lettre ä M, A, L, Crelle (CreZZe« Journal, T. 39. Ber- 
lin, Beimer, 1850, S. 365). 

*) Hesse, Ueber die Wendepunete u, s» w, S. 107. 
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4x9 
enthalten^ gleich — tt- = 12. Bezeichnen ivir die Wendepuncte 

darch die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5^ 6, 7, 8, 9, so können wir diese 
Geraden folüendermaszen darstellen: 



123. 


148, 


157, 


169, 


456, 


259, 


268, 


358, 


789; 


367; 


349; 


247. 



Hieraus ist ersichtlich, dasz diese zwölf Gerade sich in vier 
Gruppen sondern laszen, deren jede aus drei Geraden, die wir 
oben je in eine Verticale geschrieben haben, besteht und durch 
alle neun Wendepuncte hindurch geht. Durch die neun Wen- 
depuncte einer Gurve dritter Ordnung gehen also vier Systeme 
von drei Graden*). Das gibt den Satz: 

Lehrsatz VI. In einem Büschel sycigetischer Curven 
dritter Ordnung gibt es vier Curven, deren Jede sich in 
drei Gerade auflöst. 

Wir werden diese iro Folgenden durch den Ausdruck drei- 
seitige Curven dritter Ordnung (cubiche trilatere) bezeichnen. 

Da jedes System dreier Geraden als eine Curve dritter 
Ordnung mit drei Doppelpuncten angesehen werden kann, und 
auszerdem nach Nr. 80. ein Büschel von Curven dritter Ord- 
nung zwölf Doppelpunct'e enthält, so geht durch die neun Wen- 
depuncte der gegebenen Curve dritter Ordnung auszer den vier 
Systemen von drei Geraden keine weitere Curve, die einen Dop- 
pelpunct oder eine Spitze enthielte. 

141. Berührungspuncte der Curve von Hesse mit 
den Wendetangenten der gegebenen Fundamental- 
en rve. Wird der Wendepunct t der Fundamentaicurve als 
ein Punct der Curve von Hesse angesehen, das heiszt, als 
ein Punct, der als conische Polare ein Paar gerade Linien be- 
sitzt, die sich in einem andern Puncto i' schneiden, so ist der 
nach Nr. 1366« zu i* conjugierte Pol t' der Durchschnittspunct 
der Wendetangente mit der harmonischen Polare. Nun schnei- 
den sich im Allgemeinen nach Nr. 133. die Tangenten zweier 



*) Plücketi Sjfstim der analytischen Oeometrie, S. 284. 
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conjugierter Pole der Curve von Hesse in einem Puncte dieser 
selben Curve; da auszerdem t auch für die Curve von Hesse 
nach Nr. 140«. ein Wendepunct ist^ so hat diese Curve in die- 
sem Puncte mit der Tangente eine dreipunctige Beruhrang, so 
dasz also die Tangente in i* die Curve von Hesse in t trifft, 
und daher die Gerade, welche Wendetangente der Fundamen- 
taicurve im Wendepuncte t ist, auch gemeine Tangente der 

Curve von Hesse im conjugierten Pole i* ist*). 

• 

Diese Eigenschaft kann man auch ans der allgemeinen 
Theorie in Mr. 118c. und 119^. schüeszen, aus denen noch folgt, 
dasz alle conischen Polaren, die durch i* gehen, in ihm eine 
dreipunctige Berührung eingehen. 

et. Gemeinschaftliche Tangenten der Curve von 
Hesse und der Grundcurve. Jede Wendetangente der Fun- 
damentaicurve dritter Ordnung zählt, da sie gleichzeitig eine 
gewöhnliche Tangente der Curve von Hesse ist, als %wei ge- 
meinschaftliche Tangenten. Die beiden Curven haben. daher 
noch andere 6.6— 2.9 =s 18 gemeinschaftliche Tangenten. Da 
jed^ Tangente der Curve von Hesse zwei Pole in dem zum 
Beruhrungspuncte conjugierten Pole vereinigt hat, und die beiden 
andern nicht zusammenfallenden Pole nach Nr. 135. auf der 
Curve von Cayley^ so berühren die achtzehn gemeinschaftlichen 
Tangengenten der Curve von Hesse und der Fundamentaicurve 
dritter Ordnung diese letzte Curve in den Puncten, in denen 
sie von der Curve von Cayley geschnitten wird. 

b, Beruhrungspuncte der Curve von Messe und 
Cayley. Sind im Allgemeinen o und & zwei conjugierte Pole, 
und ti' der dritte Durchschnittspunct der Curve von Hesse mit 
der Geraden oo\ so berührt diese nach Nr. 135c. die Curve 
von Cayley im conjugierten harmonischen Puncte von u' in 
Bezug auf die beiden Puncte o und 0\ Sobald aber ein 
Wendepunct der Fundamentaicurve dritter Ordnung ist, so fällt 
if' mit 0' zusammen und also nach Nr. 4. auch o mM o^ Folg- 
lich entsteht: 



*) C leb seh, lieber die Wendetangenten der Curven dritter Ordnung. 
{Grelle- Borchar dt' s Jonrna], T. 58., Berlin, Reimer, 1861, S. 282). 
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Lehrsatz VII. Die Curve von Cayley berührt die 
Ourve von Hesse in den neun conjugierten Polen der 
Wendepunete der Fitndamentalcurve dritter Ordnung, 

c. Eigenschaft der harmonischen Polaren. Eine 
Tangente der Curve von Cayley y z. B. u'r in Pig.8.9 schneidet 
diese Curve in vier Puncten ii|, o^y 0\y O'^y die nach Nr. 135. 
die Durcbschnittspuncte von ti'r mit den Geraden sind, welche 
die conischen Polaren von und 0* bilden. Ist ein Wende- 
punct der Fundamentaicurve, so besteht seine conische Polare 
aus der Wendetangente 00^ und der harmonischen Polare, und 
diese Letztere fällt mit u'r zusammen, das heiszt, u' und 0* 
fallen aufeinander. Daraus folgt, dasz von den beiden Puncten 
0\ und Og der eine auf o^ (oder u') fallt, und der' andere der 
Durch^chnittspunct der beiden unendlich nahen Tangenten vfr 
und o'o\ der Curve von Cayley ist, das heiszt der BeriihruDgs- 
punct dieser Curve mit der Geraden u'r. Diese Gerade hat 
also eine dreipunctige Berührung mit der Curve von Cayley, 
und da dieselbe von der dritten Classe und sechsten Ordnung 
ist, also nach Nr. 99. und 100. auszer neun Spitzen keine weitere 
Singularitäten haben kann, so folgt: 

Lehrsatz. VIII. Die harmonischen Polaren der neun 
Wendepunete der Fundamentalcurve dritter Ordnung be- 
rühren die Curve von Cayley in den neun Mckkehrpuncten 
dieser Curve. 



d. Reciprocität zwischen den Curven von Hesse 
und Cayley. Die Curve von Hesse und die von Cayley 
besitzen völlig reeiproke Eigenschaften. Nämlich: 



Eine beliebige Tangente der Cui*ve 
von Gay ley schneidet die Curve von 
Hesse in zwei correspondierenden 
Puncten, das heiszt in Puncten, welche 
denselben Tangentialpunct haben, und 
auszerdem in einem dritten Puncto, 
der der conjugiertc harmonische Punct 
des Berührungspunctes der Curve von 
Cayley in Bezug auf die beiden 
ersten Puncte ist. (M. s. Nr. 135 c.) 



Ih einem jeden Puncte o der Curve 
von Hesse schneiden sich drei Tan- 
genten der Curve von Cayley. Zwei 
derselben sind correspondterende , das 
heiszt, die Verbindungsgerade ihrer 
Berührungspuncte ist eine Tangente 
der Curve von Cayley. Die dritte 
fst der conjugiertc harmonische Stral 
der Tangente der Curve von Hesse 
in in Bezug auf die beiden ersten 
Tangenten. (M. 8. Nr. 135 a.) 
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Aus dieser vollkoiumeDeii Reciprocitat folgt, dasz die Ei* 
genscbaften der Carve von Cayley aus denen der Cnnre von 
Hesse gescbloszen werden kuonen, und umgekehrt, z.B.: 



Die neun Fancte i, in denen die 
Cunre von Hesse von ihren Wende- 
tangenten berührt wird, sind auch 
die Wendepnncte aller Cnrven der 
dritten Ordnung die durch dieselben 
nenn Puncte gehen. 

Zu diesem Corvenbüschel gehö- 
ren vier Dreiseite, das heiszt, die 
neun Wendepnncte liegen zu drei und 
drei auf zwölf Geraden R verteilt, 
von denen sich in jedem der Fnncte 
( vier schneiden. 

Die Scheitel der vier Dreiseite sind 
die zwölf Puncte r*). 

Zu den Curven dritter Ordnung, 
die dieselben Wendepuncten mit der 
Curve von Hesse gemein haben, ge- 
hört auch die Fnndamentalcurve C,, 
in Bezug auf welche die Curve von 
Hesse der Ort der Fnncte ist, die 
als conische Folare ein Faar Gerade 
haben. Die Curve von Cayley ist 
die Einhüllende dieser Geraden. 

Die Wendetangenten J* der Fnn- 
damentalcurve C3 berühren die Curve 
von Hesse und Cayley in den Fun. 
cten i', in denen dieselben sich schnei- 
den. 



Die neun Geraden J, welche die 
Curve von Cayley in den Spitzen 
berühren, sind die Bückkehrtangenten 
f&r alle Curven dritter Classe, welche 
diese nenn Geraden berühren. 

* 

Zu der Beihe dieser Curven ge- 
hören vier Dreiecke, das heiszt die 
neun Geraden J schneiden sich zu 
drei und drei in zwölf Fnncten r, 
jede dieser Geraden enthält vier die- 
ser Fnncte. 

Die Seiten dieser vier Dreiecke 
sind die zwölf Geraden R. 

Zu den Curven dritter Classe, 
welche als Bückkehrtangenten die 
neun Geraden J besitzen, gehört eine 
£3 **), in Bezug auf welche die Curve 
von Cayley die Einhüllende einer 
Geraden ist, deren erste einhüllende 
Folare (m. s. Nr. 82.) aus einem 
Functepaar besteht- Die Curve von 
Hesse ist der Ort dieser Fnncte. 

Die Spitzen der Curve K^ sind 
die neun Functe t', in denen die Curve 
von Hesse und die Curve von 
Cayley sich berühren. 



142. Eigenschaften der sycigetischen Dreiecke. 
Es sei ein Curvenbuschel dritter Ordnung gegeben. Eine be- 
liebige Transversale schneidet die Curven desselben in je drei 
Puucten, die eine Involution dritten Grades bilden, und berührt 



*) Diese Eigenschaft wird sogleich in Nr. 142. bewiesen werden. 

**) Eine Definition dieser Curve als Einhüllende einer variablen Greraden 
wäre wünschenswert. 
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nach Nr. 49. in den Doppelpuncten dieser Involution vier Cur- 
ven des Büschels. Sind die Curven des Buscheis sycigetische^ 
das heiszt, haben sie die neun Wendepuncte gemeinschaftlich, 
und nimmt man als Transversale die harmonische Polare J 
eines Wendep«nctes i an, so sind nach Nr. 139. die Ourch- 
schnittspuncte dieser Geraden mit einer beliebigen Curve des 
Büschels die Berührungspuncte der Tangenten dieser Curve^ 
die sich in i schneiden. Es sei nun r einer der Doppelpuncte 
der Involution 9 so berührt die Curve des Büschels , die durch 
r geht^ in ihm sowol die Transversale,/ als'die Gerade ri, das 
heiszt sie wird in r einen Doppelpunct haben. Die einzigen 
Doppelpuncte eines sycigetischen Curvenbüschels dritter Ord- 
nung sind aber nach Nr. 1406. die Durchschnittspuncte der 
Systeme von je drei Geraden, deren jede drei Wendepuncte 
enthält. Die Scheitel der vier sycegetischen Drei'seite, die 
durch diese Geraden gebildet werden, liegen daher zu je vier 
auf den harmonischen Polaren der Wendepuncte. 

Daraus folgt, wenn r ein Scheitelpunct eines sycigetischen 
Dreiseits ist, dasz dieser Punct auf der harmonischen Polare 
eines jeden der drei Wendepuncte liegen musz, die auf seiner 
Gegenseite desselben Dreiecks liegen, und daraus ergibt sich: 

Lehrsatz IX. Die DurchschtäUspuncle der harmoni- 
schen Polaren der Wendepuncte zu drei und drei sind die 
Scheitel der vier Dreiseite, welche durch die %wölf Gera- 
den gebildet werden, auf denen %u drei und drei diese 
Wendepuncte verteilt liegen*). 

Wir betrachten ein beliebiges dieser sycigetischen Drei- 
seite. Die Seiten desselben enthalten die neun Wendepuncte, 
und auszerdem gehen die neun harmonischen Polaren durch die 
Scheitel. £s sei nun r einer der Scheitel, und 1^ 2, 3 die 
Wendepuncte, die auf der Gegenseite desselben liegen. Durch 
r gehen nun die harmonischen Polaren von 1, % 3, die nach 
Nr. 140. für alle sycigetischen Curven des Büschels einen Teil 
der conischen Polaren dieser Puncto bilden, und folglich wird 
nach Nr. 130a. für alle diese Curven die Gerade 123 die gerade 
Polare des Punctes r vorstellen. Daraus folgt: 



♦) Hesse, Eigenschaßen der Wendepuncte der Curven dritter Ordnung 
w. 5. w, {Grelles Journal, T. 38., Berlin, Beimer, 1849, S. 257— 261). 
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Lehrsatz X. Jeder Scheitel eines sycigetischen Drei^ 
seils ist der Pol der Gegenseite für alle Curven des sy- 
cigetischen Büschels dritter Ordnung. 

Ist r ein Scheitel eines sycegetischen preiseits rriT^» 
so gehen durch r die harmonischen Polaren der drei Wende- 
puncte, die auf der Gegenseite TiT^ liegen. Daher sind nach 
Mr. 139a^> die sechs Tangenten, die man von r an der Curve 
dritter Ordnung legen kann^ auf drei verschiedene Arten io 
Involution. Für jede dieser Arten sind die Gerade, die r mit 
einem Wendepunete verbindet, und die entsprechende harmo'- 
nische Polare die correspondierenden Doppelstralen. 

Da die harmonischen Polaren der Wendepunete für alle 
gegebenen sycigetischen Curven dritter Ordnung dieselben 
sind, so liegt, wenn man eine beliebige Transversale durch ei- 
nen Wendepunct t*, der auf r^r^ liegt, zieht, der zu i in Bezug 
auf die Durchschnittspuncte der Transversale mit rr| und rr^ 
zugeordnete harmonische Punct nach Nr. 139. auf der harmo- 
nischen Polare von i. Hieraus folgt, dasz die rr| und rr^ con- 
jogierte harmonische Stralen in Bezug auf die Gerade ri und 
die harmonische Polare von i sind; die Doppelstralen der drei 
Involutionen, die durch die Tangenten, Vielehe man von r an 
die gegebene Gurve dritter Ordnung — und also auch an alle 
andere sycigetischen Curven — legen kann, gebildet werden, sind 
also ebenfalls in einer neuen Involution, deren Doppelstralen die 
Seiten rr|, rr^ des sycigetischen Dreiseits sind. Daher der Satz : 

Lehrsatz XL Drei Wendepunete in gerader Linie und 
die Durchschnittspuncte dieser Geraden mit den entspre- 
chenden harmonischen Polaren sind sechs Puncte in Invo- 
lution, 

Ebenso gibt der Satz in Nr. 139 a^., auf das Büschel sy- 
cigetischer Curven dritter Ordnung angewendet, den neuen Satz : 

Lehrsatz XII. Gegeben ein sydgetisches Büschel Curven 
dritter Ordnung, Zieht man durch einen beliebig auf der 
harmonischen Polare eines Wendepunctes gelegenen Punct 
Tangentenpam^e an die Curven dritter Ordnung, in der Art, 
dasz die Berührungssehnen immer durch den gewählten 
Wendepunct gehen, so bilden diese an Zahl unbegrenzten 
Tangenienpaare eine Involution, deren Doppelstralen aus 
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der Geraden, die nach dem Wendepunct gezogen ist, und 
der harmonischen Polare bestehen. 

143. Dia Garve dritter Ordnung als Curve von 
Hesse dreier mit ihr sycigetischer Curven derselben 
Ordnung. Um die Eigenschaften eines ßüschels sycigetischer 
Curven dritter Ordnung weiter zu studieren, lassen wir eine 
beliebige von ihnen von der harmonischen Polare J des Wende* 
punctes 9' in den Puncten m, m', m*' geschnitten werden» so 
dasz also die Tangenten in diesen drei Puncten durch die Gera- 
den i{m, m\ m**) gegeben sind. Die Wendetangente derselben 
Curve dritter Ordnung im Wendepuncte i schneide die / im 
Puucte n. Dann ist die betrachtete Curve durch jeden der 
Puncte n, m, m\ m" vollständig individualisiert, und wenn wir 
die Curve sich verändern laszen, so erzeugen die drei Puncte 
m, m*, m*' eine Involution des dritten Grades, die der einfachen, 
durch die Puncte n erzeugten Punctreihe projectivisch ist. 

Sind r, ri, r^ rg, die vier Doppelpuncte dieser Involution, 
so sind sie nach ^^r. 142. auch Scheitel der vier sycige tischen 
Dreiseite; es seien ferner s, Si, s^ s^ die Durcfaschnittspuncte 
der respectiven Gegenseiten mit der Geraden /. Fiir diese 
dreiseitigen Curven dritter Ordnung sind offenbar die Tangen- 
ten des Wendepunctes i eben die Seiten i(Si Si, s^^ 9^)f «o dasz 
also, so oft die beiden Puncte m' und m" mit r zusammenfal- 
len> auch die Puncte m und fs sich mit s vereinigen. 

Die Gerade in, welche eine Curve des Büschels im Wen- 
depuncte I berührt, ist nach Nr. 141. auch Tangente der Curve 
von Hesse dieser Curve- im Puncte n. Trifft also eine gege- 
bene Curve dritter Ordnung dieses Büschels die Gerade J in 
den Puncten m, m*, fH", so sind die Geraden i(m, m', m'*) Tan- 
genten im Wendepuncte i für eben soviele Curven des Bü- 
schels, welche als Curve von Messe die gegebene Curve ha- 
ben. Daher entsteht: 

Lehrsatz XIII. Eine gegebene Curve dritter Ordnung 
ist im Allgemeinen die Curve von Hesse dreier mit ihr 
sycigetischer Curven dritter Ordnung*). 



*) Hesse., Ueher die Eilindnation der Variablen u. s, w. (Cr e /2e« Joornal, 
T. 28, Berlin, Beimer 1844. S. 89). 
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4L Die sycigetischeD Dreiseife als Cnrven tob 
Hesse. Ist die gegeiieoe Cmre dritter Ordnung ein Dreiseit, 
dessen einer Scheitel in r fällt, nnd dessen Gegenseite durch 
# gebt, so rednderen sich die drei Tangenten f(m% flt"), tm auf 
die zwei Geraden ir and is> Die letzte dieser beiden Gera- 
den kann als Weodetangente der gegebenen Carre dritter Ord- 
nung angesehen werden, die also dann ihre eigene Cnrre tob 
Hesse bildet; die andere Gerade Ir wird in i Tangente an eine 
Corre des Boscheis sein, die als Cnrre von Hesse das g^e- 
bene Dreiseit hat Folglich ist jede dreiseitige Corve dritter 
Ordnung ihre eigene Cunre von Hesse und die noch einer an- 
dern Corve des BSschels. Das beiszt: 

Lehrsatz XIV. In einem sycigetischen Cwrvenbüschel 
dritter Ordnung gibt es vier Ourven, deren Curven von 
Hesse die vier Dreiseite des Büschels bilden. 

b. Die Curve dritter Ordnung alsCurve von Hesse 
ihrer Gurve von Hesse. Wir wollen jetzt untersuchen, ob 
es in dem gegebenen Büschel irgend eine Gurve dritter Ord- 
nung gibt, welche die Curve von Hesse ihrer eigenen Curve 
von Hesse ist. Eine Curve dritter Ordnung C hat als Curve 
von Hesse eine andere Curve dritter Ordnung, deren Curve 
von Hesse eine dritte Curve dritter Ordnung C ist Nehmen 
wir dagegen die Curve C beliebig in dem Büschel an, so ist 
diese die Curve von Hesse für drei Curven dritter Ordnung, 
die ihrerseits wieder Curven von Hesse für je drei Curven 
C dritter Ordnung sind. Auf diese Art entstehen durch C 
neun Curven C. Da nun die Curven C und C* durch ihre re- 
spectiven Tangenten im Puncte t' nach Nr. 46. individualisiert 
sind, oder auch durch die Puncte n und n\ in denen diese die 
harmonische Polare / schneiden, so können wir sagen, dasz 
jedem Puncte n ein einziger Punct n' entspricht, jedem Puncte 
n' aber neun Puncte n. Deshalb werden also zehnmal einan- 
der entsprechende Puncte n und n* zusammenfallen, das beiszt, 
es gibt zehn Curven dritter Ordnung, die der gegebenen Be- 
dingung entsprechen. Zu dieser Zahl geboren aber auch die 
vier sycigetischen Dreiseite ; laszen wir diese also auszer Acht, 
so entsteht: 

Lehrsatz XV. Ein sycigetisches Büschel von Curven 
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dritter Ordnung enthält sechs Curven, deren Jede die 
Curve von Hesse ihrer eigenen Curve von Hesse ist*). 

144. Relationen zwischen den Abschnitten. Wir 
suchen jetzt die Relation zwischen den Abschnitten za bestim- 
men^ welche die Projectivität, die zwischen der Involution drit- 
ten Grades der Puncte m, m*^ m" und der einfachen Punctreihe 
der Puncte n nach Nr. 143. besteht, ausdruckt. Nehmen wir 
als Anfang der Abschnitte den Punct r, das beiszt den Schei- 
tel eines der sycigetischen Dreiseite > der auf der Geraden J 
liegt, und bezeichnen durch m einen beliebigen der drei Puncte 
m, m', m'*, so kann nach Nr. 24a. die Projectivität, um die es 
sich handelt, durch eine Gleichung von folgender Form ausge- 
druckt werden: 

1(a . rn \u*)fnC^ + 3(/J . rn + j^Om* 
+ 3(y.r« + y0n» } =0, 
+ d.rn + d' 

worin 

«, «'; jS. /3'; y, y'; «, *' 

constante Goefficienten bezeich neuv Den Punct «, der nach 
Nr. 143. dem Puncte r entspricht, setzen wir als im Unendli- 
chen voraus, wie es, ohne der Allgemeinheit der Untersuchung 
Abbruch zu tun, erlaubt ist. Da wir ferner von Relationen 
zwischen Doppelverhältniszen handeln, so dürfen wir den Pun- 
cten der Gerade / nach Nr. 18. ihre Projectionen substituieren, 
die aus einem beliebigen Mittelpunct auf eine Gerade gemacht 
sind, die dem Stral, der durch s geht, parallel ist. 

Die drei Werte von r«i, die den Werten rii = r* = GO 
entsprechen, müszen unter dieser Voraussetzung die folgenden 
sein: rm^=^rSy n»' = 0, rmf'^0, und hieraus ergibt sich 
« = 0, y = 0, 5 = 0. 

Nun ist aber s nach Nr. 142. ein Punct der geraden Polare 



*) Salmon^ Higher plane curves, p. 184. -^ Aronkold^ Süur Theorie der 
homogenen Functionen dritten Grades von drei Variablen» {Cr eile s Journal, 
T. 89, Berlin, Beimer 1850, S. 153.) 
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(?) tf'.nir'|'3(^.ni-|'/9>ii*-fd'=rO 

Di« 1 Mm %m w ^, umter der die Gleichns (2), r» als Gabe* 
luHHil« fcelraiektoty zwei gleidbe WmclB hal; ist 

(3) s^-^+4(/J.ni+/J0* = ö. 



Uiese GMehssf^ drittes Grades is Bezog asf nt gibt also die 
drei Psscte « nlMlicb (#|, s^, ^), deren jeden, wie dem Poncte 
0, zwei zosaamesiallesde Psscte at, säsilich (r^ r^, r,), est- 
s|]rrecbeo« 

Setzen mit io derseli»eB Gleicbong (2) rsi=:ni, so erbal- 
ten wir: 

(4) (a'+3/f)ni*+3/J'.n?+d'=:0, 

so dasz also jeder der Paocte n die durcb die Gleicbssg (4) 
gegeben ^nd, mit einem der entspreefaeoden Poncte m zosam- 
menflllt. Die Poncte Ji aber, die aoszer # diese EigensdiafI be« 
sitzen 9 sind dieselben drei Pnnete #|, s^y #3, die sebon dorcb 
Gleicbong (3) bestimmt sind. Die Gleicbnngen (3) osd (4) 
mtiszen also, da sie dieselben Worzeln baben, proportionierte 
CoefBcienten besitzen. 

Die Gleicbong (4) entbält rn nicbt in der ersten Potenz. 
Setzen wir also den CoefBcienten von m in Gleicbong (3) der 
Null gleich, ^o entsteht 

ß.ß^=:0 oder ß' = 0, 

weil, wenn man ^ = setzen wollte« der Abschnitt rn aus Glei- 
chung (2) verschwinden würde. Die Gleichongen (3) and (4) 
sind daher: 

(a'+3/3)r«' + d'=5 0. 
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Eliminiert man aos ihnen rn^ so entsteht: 

(5) .(a'-|?)(a' + 2/?)» = 0. 

Setzt man a' = /S und der Kurze wegen i* x:z — 4iL'.|5, dder 
setzt man a' = — 2jS und ebenfalls der Kärze wegen ä' = — Jl'.jJ, 
so geben die Gleichungen (3) und (4) in beiden Fällen: 

V 

und die Wurzeln dieser Gleichung sind dann die Abschnitte 

Machen wir wieder 

;i» = r«', /5' = ü, 
und ausserdem 

«' = /? oder «' = — 2/31, 

so wird die Gleichung (2) im ersten Falle: 

(7) (nw— r«)(n» + 2rji)«=5 
und im zweiten: 

(rw — rfi)*(2rw + rn) = 0. 

Im ersten Falle also ßillt einer der drei Puncte m^ die den 
Werten ii = («1,^21^3) entsprechen, mit eben diesem Puncte n 
zusammen 9 während die andern beiden sich in einen einzigen 
Punct (ri, r^, r^) der von n verschieden ist, vereinigen. Im 
zweiten Falle dagegen fallen zwei der drei Puncte m, die den 
Werten n = («i, «a, #3) entsprechen, mit n zusammen. In un- 
serer Aufgabe aber trifft nach Nr. 143. der erste Fall zu, und 
nicht der zweite; wir müszen daher a' = j3 annehmen und nicht 
« = — 2/?. 

Die gesuchte Gleichung für die Projectivität zwischen der 
Involution, die durch die drei Puncte m, m\ m" entsteht, und 
der einfachen Punctreihe, welche die Puncte n bilden, kann 
also folgendermaszen geschrieben werden : 

(8) rw' + Zrn . m*— 4A» =5 , 
wo "k einen constanten Coefficienten bezeichnet. 
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a. Eine Carve dritter Ordnaog hat huchsteos drei 
reelle Wendepoocte. Die Pancte #i, s^ «3 sind dorcb die 
Gleichong (6), die Puncte r^ r^, r, dagegen durch die Glei- 
chung (7) gegeben, nämlich dorch: 

rm + 2ni = 0, 

oder auch durch 

Folglich sind beide Systeme von vier Puncten s, #|» s^y #3 und 
ff f\9 ^t» ^s "^^^ Nr. 27. äquianharmonische. 

Hieraus folgt , dasz, wenn t* ein reeller Wendepunct der 
sj'cigetischen Curve dritter Ordnung ist, zwei der vier Scheitel 
r, die auf der harmonischen Polare J liegen, reell sind, die 
andern aber nach Nr. 26. imaginär. Nach der in Nr. 141il!. ge- 
zeigten Reciprocität, werden zwei der vier Geraden R, Seiten 
der sycigetiscben Dreiseite, die sich in i schneiden, reell sein, 
die andern beiden imaginär. Dasz wenigstens ein Wendepunct 
einer Curve dritter Ordnung reell sein musz, folgt offenbar 
daraus, dasz die Gesammtzahl der Durchschnittspuncte der 
Curve dritter Ordnung mit ihrer Curve von Hesse ungerade ist. 

Es sei also 1 ein reeller Wendepunct, und von den vier 
Geraden i?, (m. s. Nr. 140^) nämlich 123, 148, 157, 169, seien 
die beiden ersten reell, die beiden andern imaginär conjugiert 
Die vier Wendepuncte 5, 7 und 6, 9 «ind notwendigerweise alle 
imaginär, und gleichzeitig einer der ersten zwei immer einem der 
zwei letzten conjugiert. Es seien 5 und 9 und 6 und 7 einan- 
der respective conjugiert. Die beiden reellen Geraden 59 und 
67 und die beiden imaginär conjugierten 56 und 79 schneiden 
sich jede in einem rellen Puncte, es seien dies r und r|, die 
nach Nr. 139a. auf der harmonischen Polare des Wendepunctes 
1 liegen. 

Da die Geraden 123 und 148 beide reell sind, so muszen 
die Wendepuncte 2, 3 und ebenso 4, 8, entweder beide reell 
oder beide imaginär conjugiert sein. Nun muszen aber die 
Geradenpaare [24, 38] und [28^ 34] die beiden andern Scheitel 
r^ und r^ liefern, die mit r und Tj in gerader Linie liegen; da 
aber r« und r^ imaginär sind, so können die Puncte 2, 3, 4^^ 8 
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weder alle reelle noch alle imaginär sein, [das heiszt 2 und 3 
sind reeiJ, 4 und 8 imaginär. 

Daraus folgt nun : 

Lehrsatz XVI. Von den neun Wendepuncten einer 
Curve dritter Ordnung sind nur drei in gerader Linie 
reell, während die andern %u %wei und zwei imaginär 
conjugiert sind*). 

Von den zivulf Geraden R, welche je drei Wendepuncte 
enthalten, sind vier [123, 148, 259, 367J reell, die andern nicht. 
Eins der vier sycigetischen Dreiseite hat nur einen reellen 
Scheitel, ein anderes hat drei, die beiden andern gar keinen 
Scheitel reell. 

b. Folgerung für die Curve von Hesse. Wie wir 
soeben vorausgesetzt haben, sei m einer der Puncte, in denen 
eine gegebene Curve des Büschels dritter Ordnung die Gerade 
J schneide, und es sei n der Durchschnitt derselben Geraden 
mit der Tangente im Wendepuncte i. Ferner mögen die Puncte 
nt und it die analogen Puncte für die Curve von Hesse der 
gegebenen Curve dritter Ordnung bezeichnen. Dann haben wir 
der Gleichung (8) analog: 

m* + 3rtt . fi* — A}fi = 0. 

Wie aber schon in Nr. 143. bemerkt wurde, geht die Curve 
von Hesse durch den Punct n, daher ist 

(9) r»* + 3rn.r«*— 4;L3 = 0, 

und hieraus entnimmt man, wenn n gegeben ist, den Punct n. 
Fällt z. B. n mit r zusammen, so ist m = oo , das heiszt n fallt 
mit s zusammen, und ist n einer der drei Puncte r|, r^, r^, 
das heiszt, ist n durch die Gleichung 

rä' + 8A» = 
gegeben, so erhalt man 

2rii + rn = 0,, 



♦) Plüehery Si/stem der analytischen Geometrie^ S. 265. 
Cremonai Ebene Curven. 16 
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das h&nit, n ist einer der dm Ptancte #t» %> 't* !>«»»» Mgf, 
dasz die syclgetwcheo CarveD dritter Ordnoeg» dereo Wende- 
tangenten im Weodepancte i durch einen der Poncte r, r^, r^ 
Tg gehen, za Cnrven von Hesse die sycigetischen Dreiseite 
faahen, wie wir sehen oben in Nr. 143 n. fanden. 

Ist omgelcehrt der Panct ti gegeben, so gibt die Gleichung 
(9) nach Nr. 143. die drei Pnncte n, die den drei Curven dritter 
Ordnung entsprechen, deren gemeinschaftliche Curve von Hesse 
die Curve ist, die dem Puncte n zugehört. 

e. Bedingnngsgleichung für die Curven, die die 
Corven von Hesse ihrer eigenen Curve von Hesse 
sind. Ist die gegebene Curve dritter Ordnung eine der in 
Nr. 1436. gefundenen Curven von Hesse ihrer eigenen Curve 
von Hesse., so hat man auszer der Gleichung (9) auch noch 
folgende: 

rii' + 3ni . r«'— 4X» = 0. 

Zieht man diese von Gleichung (9) ab, und eliminiert man aus 
der resultierenden Gleichung, mit Unterdrückung des Factors 
m — m, der den dreiseitigen Curven dritter Ordnung entspricht, 
rn mittelst derselben Gleichung (9), so erhält man die Gleichung: 

(10) rn*— 20A3.f^'-8A« = 0; 

eine Gleichung des sechsten Grades, welche die sechs Puncte n 
gibt, die den sechs Curven dritter Ordnung entsprechen, welche 
die Curven von Hesse ihrer eigenen Curve von Hesse sind. 

145. Die Curve von Hesse einer äquianharmoni- 
schen und einer harmonischen Curve dritter Ord- 
nung. Die vier Tangenten, die man im Allgemeinen an eine 
Curve dritter Ordnung von einem Ihrer Puncte aus legen kann, 
sind, im Falle der Ponct ein Wendepunct t' ist, die Geraden 
i(n, m, m*y mf*). Das in Nr. 131 ö. definierte Doppelverhältnisz 
der Curve dritter Ordnung ist also das der Puncte n, m, m\ 
mf't In denen die harmonische Polare des Wendepunctes von 
der Wendetangente und der Curve dritter Ordnung selbst ge- 
schnitten wird. 

Dies vorausgesetzt, können wir untersuchen, welche der 
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sycigetischen Curven dritter Ordnung des gegebenen Büschels 
die in Nr. 1316. definierten äquian harmonischen und harmoni« 
sehen Curven dritter Ordnung sind. 

Ebenso wie die drei Puncte tn, m*, m*' durch die Gleichung 
(8) gegeben sind> so sind die vier Puncte n^ m^ m', m*' durch 
die Gleichung repräsentiert: 



a 



(11) rw*+2rii.rw*— 3rn^.n»'— 4P.rw+413.rn = 0, 

die man erhält^ wenn man Gleichung (8) mit rm — m aiulti-^ 
pliciert. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung^ damit Glei- 
chung (11) ein äquianharmonisches System bilde» ist nach 

Nr. 27. : 

r«(m'+8X8) = 0, 

durch welche Gleichung die vier Puncte r» r|, r^y r^ gegeben 
sind. Nach Nr. 1446. folgt daher: 

Lehrsatz XVI I. Ein sydgetisches Curvenbüschek dritter 
Ordnung enthält vier äguianäarmomscAe Curven, deren 
jede auch die Eigenschaft öesit%t, als Curve von Hesse 
ein sydgetisches Dreiseit zu haben. 

Damit Gleichung (II) ein harmonisches System bilde, musz 
nach Nr. 6« sein : 

rn*— 2frÄ8.m'— 8i« = 0. 

Diese Gleichung fällt mit Gleichung (10) zusammen, und daraus 
folgt: 

Lehrsatz X VIII. Ein sydgetisches CurvenbUschel drit- 
ter Ordnung enthält seehs harmonische Curven, die auch 
die Curven sind, welche die Curven von Hesse ihrer ei- 
genen Curve von Hesse darstellen*). 



*) Salmon^ Higher plane curves, p. 192. 
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§. 24. 



146. Eine Corve dritter Ordnung entkalt drei Sy- 
steme correspondierender Pancte. Nach Nr. 143l kann 
eine beliebige gegebene Canre dritter Ordnung <^ als Cnrre 
von Hesse dreier mit ihr sydgetischer Cnrren dritter Ordamg 
angesehen werden. Jeder dieser drei Conren entspricht ein 
Netz coniseher Polaren, so dasz also jede Conre dritter Ord- 
nung die Curve von Hesse dreier verschieder Netze t<mi Ke- 
gelschnitten ist In Bezug auf jedes dieser drei Netze ist die 
gegebene Curve dritter Ordnung nach Nr. 1326. der Ort da* 
Paare conjugierter Pole, so dasz also die Puncte einer Conre 
dritter Ordnung auf drei verschiedene Arten zu zwei und zw« 
conjugiert sein können, in der Art, dass je zwei conjngierte 
Puncte denselben Tangentialpnnct besitzen. Daher gilt nach 
Nr. 133a. der Satz : 

Lehrsatz I. In einer Carte dritter Ordnung existieren 
drei Systeme correspondierender Puncte. 

Ist nämlich z. B. o ein Punct der g^ebene Cnnre drifter 
Ordnung und u sein Taogentialponct, so gehen nach Nr. ISOtf. 
▼on ff anszer uo noch drei Tangenten aus, deren BeruhrungS' 
puncte wir respective durch &y o*\ &" bezeichnen wollen. Wir 
haben also die folgenden drei Paare conjugierter Pole, o, o'; 
Of &'\ o, &"f die sich auf die drei verschiedene Netze von Ke- 
gelschnitten bezieben, welche als gemeinschaftliche Curve von 
Hesse die gegebene Curve dritter Ordnung haben. 

Indem man dieselbe Schluszfolgerung auf jeden der Pnocte 
O*, O", C" ebenso anwendet, wie auf den Punct o, sieht man 
sehr leicht, dasz für das erste Netz O, O' und &\ &'*; för das 
zweite 0, O" und o% o'; für das dritte o, &" ond o\ o" con- 
jugierte Pole vorstellen. 

a. Eigenschaft des vollständigen Vierecks, das 
aus den Berahrungspuncten von vier Tangenten, die 
sieb in einem Punct]e der Curve selbst schneiden, ge- 
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bildet ist. Es seien 0, o* und o'\ 0*** zwei Paare conjugierter 
Pole in Bezug auf dasselbe Netz. Schneiden ^ich nun die Ge- 
raden oo" und 0*0*" in y und die 00*" und 0*0^* in s, so sipd 
auch nach Nr. 134. y nnd % ein Paar conjugierter Pole für oas* 
i^elbe Netz. 

Die Puncte o, o*\ y liegen in einer Geraden, folglich liegen 
nach Nr. 396. ihre Tangentialpuncte, die auch bezüglich die 
Tangentialpuncte der Puncte 0\ 0**\ % sind^ auf einer zweiten 
Geraden. Die Tangentialpuncte von o und o** fallen aber in 
u zusammen, so dasz damit auch der gemeinschaftliche Tan- 
gentlalpunct von y und % mit u zusammenfällt. Daraus ergibt sich: 

Lehrsatz II. Sind o, 0% o"y o'** die Berührunyspuncte 
einer Curve dritter Ordnung mit den Tangenten, die man 
durch einen ihrer Puncte u legen kann, so liegen die 
Diagonalpuncte x, y, % des Vierecks oo'o"o*" auf dieser 
Curve, und die Tangenten in u, x, y, %, schneiden sich 

in ein und demselben Puncte derselben Curve. 

« 

b* Vollständige einer Curve dritter Ordnung ein- 
geschriebene Vierseite. Aus dem Satze in Nr. 134. folgt, 
wenn a, a'; b, b* zwei Paare correspondierender Puncte der 
Curve dritter Ordnung sind, dasz es, damit diese sich auf ein und 
dasselbe System beziehen, notwendig und hinreichend ist, wenn 
der Durchschnittspunct von ab und a*b\ sowie der von oö', a*b 
auf der Curve liegen. Hieraus können wir mit Rucksicht auf 
die in Nr. 45^. bewiesene Eigenschaft Folgendes schlieszen: 

L e h r s a t z 1 II. Ist ein vollständiges Vier seit einer Curve 
dritter Ordnung eingeschrieben, so bilden die Gegenschei- 
tel drei Paare correspondierender Puncte, die %u einem 
und demselben Systeme gehören, 

4 

Hieraus ergibt sich unmittelbar die Einteilung der vollstän- 
digen, einer gegebenen Curve dritter Ordnung eingeschriebenen 
Vierseite in drei verschiedene Systeme. 

c. Beziehungen zwischen correspondierenden 
Puncten der verschiedenen Systeme. Es seien a, Oi; 
b, b^ zwei Paare conjugierter Pole in Bezug auf zwei verschie- 
dene Netze. Der Tangentialpunct von a und Oi sei a; d der 
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von 6nnd ö^; es seien fernere, c^, r, die dritten Durchschnitts- 
pnncte der gegebenen Curve dritter Ordnung mit den Geraden 
ab, ^i^a, OÜ; dann wird c der Tangentialpmict von c und e^ 
sein. Nach b. sind also c and C3 conjugierte Pole, aber in 
Bezug auf das dritte Netz. Ebenso sind, wenn die Geraden 
aÖ2 und Oib die Gurve noch in den Puncten c^ und Ci schnei- 
den, diese beiden Puncte conjugierte Pole in Bezug auf das- 
selbe dritte Netz*). 

147. Beziehung zwischen vier Puncten, die den- 
selben Taugntialpunct haben. Gegeben ist ein Punct o 
und ein Büschel Kegelschnitte, das einem Viereck efffh umge- 
schrieben Ist. Was ist der Ort der Berühmngspuncte der Tan- 
genten, die man von an diese Kegelschnitte legen kann? 
Da man durch einen Kegelschnitt des Buscheis legen kann, 
und also auch in eine Tangente an denselben, so geht der 
gesuchte Ort durch o. Auszer enthält jede Transversale, die 
durch ihn gelegt ist, noch zwei Puncte des Ortes, nämlich die 
Doppelpuncte der Involution, welche nach Nr. 49. die Kegel- 
schnitte des Büschels auf der Transversale bestimmen. Der 
gesuchte Ort ist also eine Curve dritter Ordnung, die auch durch 
ßf fy 99 b, geht, da man einen Kegelschnitt des Büschels so le- 
gen kann, dasz er oe in e oder of\n /", u. s. w. berührt. 

Jeder Kegelschnitt des Busdiels schneidet auszer in e, f» 
ff, h die Curven dritter Ordnung noch in zwei Puncten m und 
m% in denen der Kegelschnitt die Tangenten, die von o an ihn 
gelegt werden können, berührt. Nach Nr. 65. geht die Gerade 
mm*, die Polare von In Bezug auf den Kegelschnitt, durch 
einen festen Punct u, dem Geffenpunct der vier Puncte e, f, 
ff, h. Geht der Kegelschnitt durch 0, so fallen die beiden 
Puncte m, m* in o zusammen. Dieser Kegelschnitt berührt also 
die Curve dritter Ordnung in 0, und u ist also der Tangential- 
punct von o. 

Unter den Kegelschnitten des Büschels gibt es drei Systeme 
von zwei Geraden, nämlich die Paare Gegenseiten {ßf, ffh), (ßff, /%), 



*) Hesse^ Üeber Curven dritter Ordnung und die Kegdschnitte^ welche 
diese Curven in drei verschiedenen Puncten berOhren^ {Grelles Journal, T. 36. 
Berlin, Reimer, 1848. 8. 148— 152> 
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(eh, fg) des gegebenen Vierecks. Für jeden dieser Kegelschnitte 
fallen die Puncto m und m' in den bezüglichen Diagonalpunct 
zusammen. Daraus folgt, dasz die Diagonalpuncte 0\ 0*\ &** 
des Vierecks der Gurve dritter Ordnung angehören, und dasz 
die Tangenten in diesen Puncten sich in u schneiden. 

Da die Geraden oie^f^g^K) Tangenten der Curve dritter 
Ordnung 'm e, f, g, h sind, so ist der Kegelschnitt, der durch 
die fänf Puncte 0, e, /, g, h geht, die erste Polare des Punctes 
o in Bezog auf eben diese Curve dritter Ordnung. Dem ent- 
sprechend ist der Kegelschnitt durch u, 0, o', o'\ 0*** die erste 
Polare von ff. 

148. Die geraden Polaren eines Punctes einer 
Curve dritter Ordnung in Bezug auf die mit dieser sy- 
eigetischen Curven gehen durch den Tangentialpunct 
des gegebenen Punctes. Ein beliebiger Punct der gegebe- 
nen Curve £3 dritter Ordnung sei durch bezeichnet, und es 
sei u der Tangentialpunct von o. Ist K^ eine Curve dritter 
Ordnung, deren Curve von Hesse C^ ist, so besteht die co- 
nische Polare von u in Bezug auf K^ aus einem Paar Geraden, 
deren eine nach Nr. 1336. durch geht; folglich geht die gerade 
Polare von in Bezug anf K^ durch «. Der PuDct u liegt aber 
auch auf der geraden Polare von in Bezug auf C3, weil 
diese letzte Curve in o von der Geraden ou berührt wird. In 
u schneiden sich also nach Nr. 84e. alle geraden Polaren von 
o in Bezug auf alle Curven dritter Ordnung, die durch die 
Durcbschnittspuncte der Curven C^ und K^ beschrieben sind. 
Daraus folgt: 

Lehrsatz IV. Berührt eine Gerade eine Curve dritter 
Ordnung in o und schneidet sie einfach in einem andern 
Puncte Uy so gehen die geraden Polaren von o in Befstig 
auf alle mit der gegebenen Curve dritter Ordnung spei- 
getischen Curven durch den Punct u*). 

a. Weitere Eigenschaften der geraden Polaren. 
Es seien 0, o\ 0'*, 0*** die Beriihrungspuncte der Tangenten der 
Curve dritter Ordnung die durch u gehen. Nach dem letzten 



*) Salmon^ On curves of the third order, p. 535. 
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Satze liegt u auf der geraden Polare eines jeden dieser vier 
Puncte in Bezug auf alle sycigetischen Curveo dritter Ordnung. 
Folglich gehen die conischen Polaren von u in Bezug auf die- 
selben Curven dritter Ordnung sämmtlich durch o, o'y 0**y 0*"*). 

Die drei Paar Gegenseiten des Vierecks oo*o**o"* sind die 
conischen Polaren von u in Bezug auf die drei sycigetischen 
Curven, deren Curve von Hesse die C^ ist^ das heiszt, sie 
sind Tangenten an die drei entsprechenden Curven von Cayley. 

b. Fortsetzung. Man beachte auszerdem, dasz nach 
Nr. 146«. die Puncte 0', o*\.o*" die Diagonalpuncte des Vierecks 
sind, das durch die Berührungspuncte der durch an die Curve 
dritter Ordnung gelegten Tangenten gebildet wird. Folglich ist o' 
nach Nr. 1086. der Pol der Geraden 0**0"* in Bezug auf alle 
conischen Polaren von o für alle sycigetischen Curven dritter 
Ordnung, u. s. w. / 

149. Eigenschaften der Tangenten einer Curve 
dritter Ordnung aus drei ihrer Puncte in gerader 
Linie. Es seien a^ I&, c die drei Puncte, in denen eine Gerade 
eine gegebene Curve dritter Ordnung schneidet^ und a^^ a^^ %> 

(h% ^0» ^i> ^2» ^3 9 ^0» C\* ^2> ^3 die Berührungspuncte der Tan- 
genten die sich bezuglich durch diese Puncte legen laszen. Da 
die Tangentialpuncte dreier Puncte in gerader Linie ebenfalls 
in gerader Linie liegen, so musz notwendig die Gerade» die 
einen der Puncte a mit einem *der Puncte b verbindet^ durch 
einen der Puncte c gehen. Die zwölf Puncte a, 6, e liegen 
daher zu drei und drei auf sechszehn Geraden**). 

Es seien «o, b^y Cq drei Puncte» die aus diesen zwölf Pun- 
cten in der Art ausgewählt sind, dasz sie auf einer Geraden 
liegen, und es seien a^^ ^i, Cx\ a^, b^, c^; ä^, b^, c^ bezüglich 
die correspondierenden Puncte derselben in Bezug auf die drei 
Netze Kegelschnitte, denen die gegebene Curve, als Curve von 
Hesse angesehen, nach Nr. 146. Entstehung gibt. Nach dem 
Satze in Nr. 134. sind immer, auszer 



*) Cayley^ A Memoir on curves etc. p. 443. 
*♦) Plücker, System der analytischen Geometrie^ S. 272. 
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zu je drei folgende Puncte in gerader Linie», nämlich 

«o» ^1» ^i; *o> ^i* «i; <?a> «1, ^i; 

öo> ^2> <?a; *o» <?a> ^'a» ^o> ^» ^a» 

fl^, ^s» <^s; *o* ^3» «3; <?o> ^» ^3« 

Mach dem Satze in Nr. 146c. sind auszerdem noch in ge- 
rader Linie: 

«i» ^a* <?3; ^'a» ^3» ^19 Ö3, ^1, C2; 

«!> ^8> <^a; «2* *i* <?3; ^9 ^a» <?i- 

Diese secbszehn Gerade laszen sich in acht Systeme von 
je vier Geraden verteilen^ die jedesmal alle zwölf Berührungs- 
puncte enthalten*). 

a. Eigenschaft der Puncte ai, öi, C|. Die Puncte 
^iT '^19 Ci, die den Puncten Oq, Öq^ Cq in Bezug auf ein und 
dasselbe Netz entsprechen, sind nach Nr. 134. die Scheitel ei« 
nes Dreiecks» deszen Seiten der Reihe nach durch Oo» ^0» ^0 
gehen, und nach Nr. 137. gleichzeitig die Berührungspuncte der 
Curve dritter Ordnung mit der Poloconica der Geraden o^Öqüo 
in Bezug auf dieses Netz. Nach Nr. 39. schneiden sich daher 
die Geraden, welche die Puncte Ci, bi, Ci mit den Scheitel- 
puncten des Dreiecks verbinden, das durch die drei Tangenten 
aoi, ^öi, cCi gebildet wird, in ein und demselben Puncto**). 

Es ist überflüszig, daran zu erinnern, dasz dieselbe Eigen- 
schaft auch für die Puncte a^ b^^ c^ und €{3, b^, c^ Platz greift, 
weiche den Puncten a^^ b^, Cq in Bezug auf die beiden übri- 
gen Netze entsprechen. 



*) Hesse, lieber Curven dritter Ordnung u, s, w,, S« 153. Die acht 
Systeme von vier Geraden sind die folgenden: 

^o^o^o» ^0^0*^0 > ^o<^i»i» ^oCiOi» Co**i^i» Co^i^i » ö^ftiCj, a^biCit 

«i^aCa» «1^3^«» &1C3Ö,, 6iCgOg, c^a^b^, CiO^h^, öi^s*'«» Oi&2<^a» 

*i^a^3» &iC3a2> Co»3^8> Co<»a^a> «o^d^^s» »o^a«'«» ^0*^3^3 > &o<^2^2» 

^i^a^a; e^a^b^; ao^2<^2> <*o^3<^«» 6o<^2»2; ^0^30^3 > «o^ä^a» «o^a^s • 
**) Plücker, lästern der ancdytischen Geometrie, S. 46. 
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b. Weitere Eigenficbaffen der gegebenen PoDcte. 
Die Geraden a^^o o"^ ^^i schneiden sieb in einem Poncte c 
der gegebenen Cnrve, diese gebt somit sovrol durcb die Dorcb'- 
scbnittspuncte der zwei Systeme von drei Geraden («%, l^^o« ce^) 
und (ab, db^o» ^^o)» ^>c darcb die der beiden andern analogen 
Systeme (aoi, ibi, cc{i nnd {a^, aiög, ^^i)- ^ ^ird nun nach 
Nr. 506. einen Ort der dritten Ordnung geben, der der dop- 
pelten Bedingung genügt, sowol durcb die gemeinscbaftlicbeo 
Puncte der beiden Systeme (o^, Wo* ^^) ^^^ (^» ^^i> ^^i) ^^ 
geben, als die Durcbscbnittspuncte der beiden Systeme (ol^, 
^^0 9 ^o) ^^^ (<^9 ^1^19 ^^i) zu entbalten. Diese beiden Be- 
dingungen werden ganz genau durcb das System dreier Geraden 

(aü, mim cco) 

erfüllt, worin [Ol] den Durcbscbnittspunct der Geraden ohq und 
iöi bedeutet und [10] den Punct, in dem sieb aai und Ib^o 
scbneiden. Nun kann aber jeder Ort der dritten Ordnung, 
der zu dem Bflscbel geburt, das durcb die beiden Systeme 
(aby OqÖo, a^bo) und (oi^, Hi^i, Ofbi) bestimmt wird, nicfat anders 
zusammengesetzt sein, als aus der Geraden ab und einem Paar 
conjugierten Geraden der quadratiscben Involution, deren Dop* 
pelstralen Oq^q und aibi sind*). Die Gerade [01][10] gebt 
daber durch den Punct Cq und ist nacbNr. 25a. der coojugierte 
barraonische Stral von cCq in Bezug auf a^b^ und Oibi. 

c. Fortsetzung. Mittelst desselben Raisonnement findet 
man, dasz, wenn aa^ die Geraden ib^ nnd bb^ in den Puncten 
[02] und [03] schneidet, und dbQ ebenso die Geraden aa^ und 
aos in den Puncten [20] und [30] trifft, die Geraden [02][20] 
und [03][30] durcb Cq geben. Folglicb baben, wenn wir durch 
[00] den Durcbscbnittspunct von aa^ und ibi^ bezeichnen, die 
beiden Systeme von vier Puncten: 

[00,01,02,03] und [00,10,20,30] 

gleiche Doppelverhältnisze, da sie die Durcbscbnittspuncte der 

'^) Haben die Cnrven eines BüBcheU Kegelschnitte einen Doppelponct 
c^ gemein, das heisst, besteht jede aus einem Paar dorch Cq gelegter Ge- 
raden , so bilden die s&mmüichen snsammengehörigen Paare von Geraden 
augenscheinlich eine Involution, deren Doppelstralen die beiden Curven des 
Büschels sind, die nach Nr. 48. in c^ eine Spitze haben« 



I 
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beiden Transversalen (uiQi Mo mit ein und demselben Büschel 
Geraden sind, das durch Cq geht. Hieraus folgt, dasz die an- 
harmonischen Verhältnlsae der beiden Büschel 

<j(öb» «!> ^> ob) ""^ ^(^0» ^1» ^2> *s) 
auch gleich sind, das heiszt, dasz die sechs Pnncte 

[00], [11], [22], [33], a, i 

auf demselben Kegelschnitte liegen, wie wir schon oben in 
Nr. 131 a. gezeigt haben. 

Dem analog haben, da sich in €i die vier Graden Oq^i^ 
^1^0^ ^^3 9 ^^a schneiden, die Büschel 

a(öo> ^i» ^ ^) und t(^i, ^0, ^3, ö^ 

gleiche Doppelverhaltoisze, u. s. w., wie so eben. 

d. Eigenschaft der Durchschnittspuncte der bei- 
den projectivischen Stralenbuschel. 

Es schneiden sich im Puncte Co die Geraden [01][10], [02][20], ..; 
ebenso „ „ „ „ ft „ „ [00][11], [22][33],..; 

ferner „ „ „ „ c« „ „ [00][22], [33][ll], .. ; 

endlich „ „ „ „ Ca „ „ [00][33],[11][22],..*). 

Die Puncte [00], [11], [22], [33], in denen sich die ho- 
mologen Stralen der beiden projectivischen Stralenbuschel 
A(ao> üif 02, Og), i(bQ, bi, ^1, ö^) schneiden, bilden daher ein voll- 
ständiges Viereck, deszen Diagonalpuncte c^, c^, Cg der Curve 
dritter Ordnung angehören, und die Berührungspuncte der drei 
Tangenten sind, die sich in c, dem dritten Durchschnittspunct 
der Curve mit der Geraden ab, schneiden. 

Fallen die beiden Puncte a und i zusammen, so erhalten 
wir das in Nr. 146a. bewiesene Theorem wieder. 

e. Eigenschaft der Durchschnittspuncte der Tan- 
genten ans zweiPuncten einer gegebenen Curve drit- 



*) In jedem der Puncte c schneiden sich sechs, den Geraden [Ol], [10] 
analoge gerade Linien. 
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ter Ordnung. Die Puncte a und 6 sind die Mittelpuncte 
zweier projectivischer Stralenbuschel , in denen diß Geraden 
«(öo> «1» ^> ^) ^6" Geraden l^(do, ^j, d^, b^) entsprechen. Man 
ziehe dareh a eine Gerade^ die "bb^ im Puncte (otO) schneide, 
und verbinde den Punct \xO\ mit Cq durch eine Gerade, die 
a^o im Puncte [(kr] treffe; dann ist ß\ßx'\ die Gerade, welche 
a[aK)] entspricht. Auf diese Art findet sich, dasz der Geraden 
Ciby jenachdera sie dem Büschel a oder h angehurig betrachtet 
wird, ^Cq oder aco entspricht. Die Graden Mq und ^Cq sind 
daher nach "Mr. 59. Tangenten in <t und 1& an den Kegelschnitt, 
der durch die beiden projectivischen Stralenbüschel erzeugt wird, 
das heiszt nach Nr. 107., Cq ist der Pol der Geraden ab in Be- 
zug auf den Kegelschnitt al^[00J[n][22][33]. 

Dem analog sind c^ c^, c^ die Pole der Geraden ab iu 
Bezug auf drei andere Kegelschnitte, die durch a und Ift, sowie 
durch die Durchschnittspuncte der Tangenten gelegt sind, die 
sich in a und b schneiden (m. s. Nr. 13Ia.). Folglich entsteht: 

Lehrsatz V. Die Tangenten, die man durch zwei Puncte 
a und b einer Curve dritter Ordnung an dieselbe legen 
kann, schneiden sich in sechszehn Funden \xy\, welche 
zu vier und vier in vier Kegelschnitten liegen, die durch 
a und b gehen. 



i 



Lehrsatz VI. Die Pole der Geraden ab in Bezug auf 
diese Kegelschnitte liegen auf der Curve dritter Ordnung, 
die in ihnen von vier Geraden berührt wird, welche sich 
in c, dem dritten Durchschnittspuncte der Geraden ab mit 
der Curve dritter Ordnung, treffen. 

Lehrsatz VII. Die Pole von ab in Bezug auf drei be* 
liebige der vier Kegelschnitte sind die Diagonalpuncte des 
vollständigen Vierseits, deszen Scheitel die vier Puncte 
[xg] sind, welche auf dem vierten Kegelschnitt liegen*). 

f. Durchschnittspuncte der eonischen Polare von 
Co mit der Fundamentaicurve. Die conische Polare von 
Cq schneidet, auszer dasz sie die Curve dritter Ordnung in Cq 



*) Salmon, Th€oremes sur les courbes de troisiime degri* p. 276« — 
Higher plane curves, p. 134. 
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berührt, dieselbe noch in p, g, r, 8, und jeder Kegehcboitf, der 
durch Py q> T, s geht, schneidet die Curve dritter Ordnung in 
zwei weiteren Puncten, die mit c, dem Tangentialpunct von c^, 
nach Nf.147. in gerader Linie liegen. Der Kegelschnitt also, 
der durch Py q, r» s und a beschrieben ist, enthält auch den 
Punct b. 

Bekanntlich hat das vollständige Viereck pgrs seine Dia- 
gonalpuncte in Ci, c^» c^, das heiszt in den Puncten, die nach 
146a. mit Cq den Tangentialpunct gemein haben. Daraus folgt, 
dasz das Dreieck CiC^Cs jedem Kegelschnitt, der dem Viereck 
pgrs umgeschrieben, conjugiert ist. 

Da aber Ci , c^* c^ auch die Diagonalpuncte des Vierecks 
[00][ll][22][33] sind, so ist das Dreieck C1C2C3 ebenfalls dem 
Kegelschnitt conjugiert, auf welchem die sechs Puncte a, b, 
[00], [11], [22], [33] liegen. Folglich geht nach Nr. 108«. die 
ser Kegelschnitt auch durch p, q, r, s*). 

150. Drei Systeme Kegelschnitte berühren die 
Fandamentaicurve in drei Puncten. Wenn man in der 
allgemeinen Methode in Nr. 67e., um den Gegenpunct von vier 
Puncten einer Curve C3 dritter Ordnung zu construieren, an- 
nimmt, dasz durch paarweises Zusammenfalleh, dieselben sich 
auf zwei a und b reducieren, so wird der Gegenpunct c mit 
den Tangentialpuncten a.und ^ von a und b in gerader Linie 
liegen, das heiszt, er ist der Tangentialpunct des dritten Durch- 
schnittspunctes c der Fundamentalcurve mit der Geraden ab. 
Jede Gerade durch c schneidet die Curve dritter Ordnung in 
zwei Puncten m und it, durch welche ein Kegelschnitt geht, 
der in a und b dieselbe Curve berührt Fallen daher die Puncte 
m und n zusammen, so haben die Curve dritter Ordnung und der 
Kegelschnitt unter sich drei zweipunctige Berührungen. Durch 
c gehen vier Gerade, die €3 berühren. Einer der Berührungs- 
puncte c liegt mit a und b in gerader Linie; die drei andern 
seien üi, c^» c^. Wir betrachten den Kegelschnitt, der in den 
Puncten a, b, Ci berührt. Die Puncte c und Ci sind in Bezug 



*) Samuel Roberts, On the mtersections of ttmgents drawn through 
two points on a curve of the third degree. (Qaarterly Journal of pure and 
applied Mathematics vol. 3, London 1860, p. 121). 
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auf eines der drei Netze« deren Corve von Hesse nach Mr. 146« 
die gegebene Curve dritter Ordnung ist» conjagierte Pole, und 
ist bi der conjugierte Pol von 6 in Bezug auf dasselbe Netz« so 
geht die Gerade biCi durch a, und die beiden bCi und 6|C treffen 
sich in Ui, dem nach Nr. 134. dem Puncto a für dasselbe Netz 
conjugierten Pole. Das heiszt, wird die Curve dritter Ordnung 
in a, b, Ci von einer Curve zweiter Ordnung berührt« so liegen 
die in Bezug auf eines der drei Netze conjugierten Pole Oi, 
bu e von a« b, Ci in gerader Linie. In Bezug auf dieses Netz 
ist also diese Curve zweiter Ordnung nach Nr. 137. die Polo- 
conica der Geraden OibiC. Sind dem entsprechend a^ b^ und 
a^y b^ die correspondierenden Puncto von a, b in Bezug auf 
die beiden andern Netze« so sind die Kegelschnitte« die in a, 
b, e^ und a, b, C^ berühren« die Poloconiken der Geraden Offi^ic 
und Os^sC in Bezug auf die erwähnten beiden Netze. 

Folglich haben wir: 

Lehrsatz VIII. Die Kegelschnitte, welche eine Curve 
dritter Ordnung in drei Funden berühren, verteilen sich 
in drei Systeme, bezüglich auf die drei Net%e, deren ge- 
meinschaflHche Curve von Hesse die gegebene Curve drit- 
ter Ordnung isL 

Die sechs Beruhrungspuncte zweier Kegelschnitte dessel- 
ben Systems liegen auf einem schneidenden Kegelschnitt« und 
umgekehrt« beschreibt man durch die Beruhrungspuncte eines 
Kegelschnittes eines bestimmten Systems beliebig eine Curve 
zweiter Ordnung« so schneidet diese die Curve dritter Ordnung 
in drei neuen Puncten« in denen dieselbe von einem zweiten Ke- 
gelschnitt desselben Systems berührt wird (m. s. auch Nr. 137a.). 

Soll eine Poloconica durch zwei Puncto und 0* gehen« 
so wird die Gerade« der sie entspricht« nach Nr. 136a. die ge- 
meinschaftliche Tangente der conischen Polaren von o und o' 
sein. Zwei Kegelschnitte haben aber vier gemeinschaftliche 
Tangenten« folglich gehen durch zwei gegebene Puncto zw5lf 
Kegelschnitte« für jedes System vier, die drei zweiponetige 
Beruhrungen mit der gegebenen Curve dritter Ordnung haben. 

Nach Nr. 137. hat die Policonica einer Wendetangente für 
jedes der drei Netze eine sechspunctige Berührung mit der 
Curve von Hesse. Folglich gilt: 
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Lehrsatz IX. Es gibt siebenundiiwamig KegeischniUe, 
für jedes System neun, die eine sechspunctige Berührung 
mit der gegebenen Curve dritter Ordnung eingehen^). 

Die Berührungspuncte sind diejenigen^ weiche in den drei 
Systemen den neun Wendepuneten entsprechen, das heiszt, 
sie sind nach Nr. 39 d. die Puncte , in denen die Curve dritter 
Ordnung von den Tangenten^ die man durch durch einen Wen- 
depuncte legen kann, berührt wird. Einen beliebigen dieser 
Puncte nennen wir p, q oder r, jenachdem er dem ersten, zwei- 
ten oder dritten Systeme angehOrt. 

Drei Wendepuncte in gerader Linie und die neun Puncte p, 
g, r, die ihnen in den drei Systemen entsprechen, bilden einen 
Complex von zwölf Puncten, auf die man die in Nr. 149. gefun- 
denen Eigenschaften anwenden kann. Auf diese Weise folgt: 

Lehrsatz X. Jede Gerade, die %wei Puncte p dessel- 
ben Systeme verbindet, geht durch einen Wendepunct; 

Lehrsatz XF. Jede Gerade, welche moei Puncte p, q 
von verschiedenen Systemen verbindet, schneidet die Curve 
dritter d'dnung in einem Puncte r des dritten Systems, 

Auszerdem folgt nach Nr. 137 a.: 

Lehrsatz XIL Die sechs Puncte p, die in demselben 
Systeme sechs Wendepuneten entsprechen, die auf %wei 
Geraden liegen, liegen auf einem Kegelschnitt*^). 



*} Steiner^ Geometrische Lehrsätze» (CreHßs Journal, T. 13., Berlin, 
Beimer, 1846, S. 132). 

♦*) Hesse y Ueber Curven dritter Ordnung u, s, w, S. 165 — 176. 

Auszer den in diesem und dem letzten Paragraphen citierten Abhand- 
lungen sehe man noch folgende ein: 

Möbius, Ueber die Grundformen der Linien der dritten Ordnung (Ab- 
handlungen der Königl. Sächsischen Oesellschaft der Wissenschaften, I. Bd., 
Leipzig 1 849. S. 40.). 

ßellavitis, Sulla classificazione deUe curve del ter:^ ordine, (Memorie 
della Societä Italiana delle science, t. 25., parte 2., Modena, 1851, p. 33). -^ 
Sposizione dei nuovi metodi di geometria analitica, (Memorie delF Istitato 
Veneto, vol. 8., Venezia 1860, p. 342). 
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SEnsatze 
nnd weitere Aasfahriuig^eii. 



Zu Hr. 51. 

Es seien zwei projectiviscbe CurvenbCfschel gegeben. Die 
Curven des ersten Büschels baben in einem Basispunete o ein 
und dieselbe Tangente, und es sei auch auf der Curve des 
zweiten Buscheis gelegen^ die der Curve des ersten Buscheis 
entspricht, für welche O ein Doppelpunct ist In Nr. 576. ist 
bewiesen 9 dasz der Ort der Durchschnittspuncte der entspre- 
chenden Curven zweimal durch o geht» wir wollen jetzt unter- 
suchen« welches die beiden Tangenten dieses Ortes im Doppel- 
puncte sind. 

Lemma. Es sien (ft F, IT, ....), {ü\ V\ »F',....) die ent- 
sprechenden Curven zweier projectivischer Büschel von der- 
selben Ordnung n, die eine Curve K von der Ordnung 2n er- 
zeugen, welche durch die Basispunete der beiden Büschel 
hindurchgeht. 

Die Curven Ü, U' erzeugen ein neues Büschel, deszen Ba- 
sispunete auf K liegen. Eine Curve ü" des letzten Büschels 
schneidet K in noch andern ffl Puncten, und beschreibt man 
durch diese und einen beliebigen andern festen Punct auf E 
eine Curve n-ter Ordnung, so schneidet diese nach Nr. 54a. 
K in andere ffi — 1 festen Puncten, was auch U*' sei. Ist der 
beliebig fixierte Punct ein Basispunct des Büschels VV% so bil- 
det er mit den übrigen ffl — 1 festen Puncten die Basis von 
VV\ Die Curve ü schneidet nämlich K in 2ffi Puncten von 
denen ffl auf ü* liegen, und die andern n^ auf F. Ebenso 
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schneidet U* K in 2n* Puncten, von denen n^ auf l) liegen und 
die andern rfi auf V\ Eine beliebige Curve ü" des Büschels üü* 
schneidet daher K in atideren ffi Puncten, die auf einer Curve 
V* des Büschels VV liegen. Die Büschel {ü, ü\ U'\....) und 
(F, F', F", ....) sind folglich projectivisch, und die von ihnen er- 
zeugte Curve ist ebenfalls K, 

Dem entsprechend liegen die zvi^eiten n!^ Durchschnitts- 
puncte von V und K auch auf einer Curve fF" des Büschels 
WW*^ und auf diese Weise erhalten wir ein neues Büschel 
(U**, F", FF", ....)> das den gegebenen projectivisch ist, und des- 
zen Basispuncte auf Ä* liegen. Da nun die Curven Z7", F", TF", .... 
bezüglich zu den Büscheln UV, VV*, WW\ .... gehören, deren 
Basispuncte sämmtlich SLufK liegen, so erzeugt das neue Büschel 
(ü'% F", TF", ....) mit einem oder dem andern der gegebenen 
zusammen dieselbe Curve K. Daraus folgt: 

Lehrsatz. Gegeben zwei projectivischc Curvenhüschel 
(U, V, TF, ....), (U% F', TF', •...) von derselben Ordnung, die 
eine Curve K erzeugen, Ist U" eine beliebige Curve des 
Büschels UÜ', so lassen sich andere Curven V'% IT" . • . . 
bestimmen, die bezüglich zu den Büscheln VV% WW\..., 
gehören und mit ü'* ein neues Büschel angeben, das den 
gegebenen projectivisch ist und mit jedem derselben zu- 
sammen dieselbe Curve K erzeugt. 

Es seien jetzt (U, F, ....), {V, F', ....) zwei projectivische 
Curvenhüschel von beliebiger Ordnung, und K die Curve, die 
sie erzeugen. Unter Annahme zweier willkürlicher Curven L 
und L* betrachten wir die projectivischen Büschel {ÜL^ VL, ....), 
{Ü*L\ Y*V, .,..), die durch Verbindung jeder Curve des einen 
oder andern gegebenen Büschels mit der Curve L oder L ent- 
stehen. Der von den beiden neuen Büscheln erzeugte Ort ist 
offenbar der Complex der drei Curven JST, L, L\ Die Ordnungen 
der Linien L, L seien nun so ausgewählt, dasz die beiden 
neuen Büschel von gleicher Ordnung sind, dann können wir 
nach dem vorhergehenden Lemma ein neues Büschel (U, X>, ....) 
construieren, das dem vorhergehenden projectivisch ist, deszen 
Curven bezüglich den Büscheln {HL, U'L\ ...), (FL, F'Z', ....), .... 
angehören und so beschaffen sind, dasz das neue Büschel mit 
dem vorhergehenden {U*L\V'L\ ) den Ort KLL* erzeugt. 

Cremona, Ebene Curven, 17 
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Daraiw folgt» dass die baden projectirischen B gtdi ri Qt, 9« — ) 
od {€', ¥',....) den Ort £L eneageo. 

Wb «etzeD jetast voraiis^ aUe Corveo des Busdids (U, V, — ) 
berfilirten eioe and dieselben Gerade R in demselben Pancte 
O^ und V sei die Cmre, för welche o ein Doppelpnnct ist. Die 
entsprechende Cnrve F' gehe ebenfalls durch o. Dann hat die 
Corve ^ in II einen Doppelpnnct, und wir soeben jetzt die bei- 
den Tangenten xa bestimmen. 

Man wühle fnr L eine Linie, die nicht durch o geht, ood 
L' sei ans der Geraden M und einer ebenfalls nicht dorch o 
gehenden Curve znsamengesetzt. In diesem Falle haben die 
Cnrven des Boscheis (DL, ü'L'y ....) In o dieselbe Tangente B, 
und man nehme jetzt für 2t die Curve dieses Büschels, welche 
zweimal durch O geht Der Punct O ist für die beiden Conren 
FX, V^L' ein Doppelpunct, er ist es also auch für alle Cnrven 
des Bfisehek (VL, Y L% unter denen sich auch V befindet Die 
Cnnre K wird gleichzeitig mit L durch die Büschel (IT', FO, 
(If, V) erzeugt, und deshalb sind nach Nr. 52., wenn man r = 0» 
#^=2 setzt, die Tangenten too J^ in o die Tangenten deije- 
nigen Curve V des zweiten Buscheis im nämlichen Pancte, 
welche derjenigen Curve F' des ersten Buscheis Entspricht, die 
durch o geht 

Da y dem Bfiscbel (FZ, Y'U) angehört, so sind die beiden 
Tangenten in o an JT conjugierte Elemente in einer qnadrati- 
sehen Involution, in der die Tangenten von F unter sich con- 
ugiert sind, und die Tangente von F der conjugierte Stral von K 
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Der Satz in Nr. 14. genGgt zur Bestimmung des Ausspru- 
ches in Nr. 69 c. unmittelbar nur dann, wenn die fundamental- 
curve ein System von Geraden ist, die durch denselben Punct 
gehen. Wir haben daher die Verpflichtung, hier einen allge- 
gemeinen und vollständigen Beweis zu liefern. Zu demselben 
setzen wir, wie es erlaubt ist, folgende Lemmata voraus: 

Lemma 1. IHe Polare (es werden hier stet« er^te Po- 
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iaren verstanden) eines beliebigen Poles gehl durch die 
Doppelpuncte der Fundamenialeurve. (Dies folgt unmittel-» 
bar aus Nr. 16.)* 

Lemma 2. Die Polaren eines gegebenen Punctes in 
Bezug auf die Curven eines Büschels bilden ein anderes 
Büschel (iNr. 84 a.)- 

Lemma 3. Ist die Fundamenialeurve aus einer Gera- 
den und einer andern Curve %iusammengeset%t, und der 
Pol wird auf eben dieser Geraden angenommen, so ist die 
Polare aus der gegebenen Geraden und aus der Polare 
in Beaug auf die zweite Curve zusammengesetzt. (Dies 
folgt unmittelbar aus der Definition der Polaren uod aus 
Nr. 17.) 

Lemma 4. Läszt man durch die n^ Puncte, in denen 
eine Curve der n-ten Ordnung durch n Gerade, die durch 
einen Punqt o gehen, geschnitten wird, eine zweite Curve 
derselben Ordnung hindurchgehen, so hat der Punct o 
für beide Curven dieselbe Polare. (Dies folgt augenblick- 
lich, da die Polaren von in Bezug auf beide Curven auf 
jeder der n gegebenen Geraden n— 1 Puncte gemein haben). 

£s sei also jetzt eine Fundamentaicurve Cn der »-ten Ord- 
nung und zvrei beliebige Puncte o und 0' gegeben. Wir be- 
zeichnen durch Poo' die Polare ton in Bezug auf die Polare 
von 0* und dem analog durch Poo die Polare von Q' in Bezug 
auf die Polare von und wollen nun beweisen, dasz die Curven 
Poo' und Poo zusammenfallen. 

Man ziehe durch o' eine beliebige Gerade R, und es sei Jn 
das Büschel der n Geraden, die von o nach den o Durebscfanitts- 
punc^en von Cn und R gezogen werden können. Die überblei- 
benden fi(n — 1) Durchschnittspuncte der Orte Cn und Jn liegen 
nach Nr. 43 b. alle auf einer Curve Cn— i der («— l)-ten Ordnung. 
Da Cn dem Büschel (Jn, RCn^i) angehurt, so gehurt die Polare 
von 0' in Bezug auf Cn nach Lemma 2. zu dem Büschel {q>n^i, 
Älli-a), worin q>n^i das Büschel der n — 1 nach Nr. 20. in o 
zusammenlaufenden Geraden bezeichnet, die die Polare von o 
in Bezug auf Jn bilden , und Fn^^ die Polare von o* in Bezug 
auf Cn-i ist. Diese Curve Fn^vi bildet nach Lemma 3. mit R 

17* 
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ziwaiiiiiieD die Polare von & m Bezog anf die znsammeDgesetzte 
Gfure RCm—X' Gemäsz Lemma 4. folgt ferner, dasz die Carve 
Fm^ nichts Anderes ist, als die Polare von o in Bezug anf 
RTn—i* das heiszt, sie geht nach Lemma L darch die fi — 2 
Dorchscfanittspaocte von J!i.2 und R, 

Da Cn dem Boschel (Jn^RCm-x) angehört, so fallt nach 
Lemma 4. die Polare von o in Bezog aof (4 mit der Polare 
von in Bezog aof RC%—\ zosammen ond geht folglich nach 
Lemma L dorch die n — 1 Dorschschnittsponcte von Cn-\ nnd 
R. Die Corve P^o geht daher durch die n— 2 harmonifchen 
Mittelpuncte des durch die Dnrchschnittspnncte von Cn-\ und 
R gebildeten Systems in Bezug auf den Pol o', das heiszt, sie 
geht auch durch die n — 2 Durchschnittspuncte der Curve ili— 2 
mit iL 

Aus Allem folgt, das^ die Polaren Poo' ond A'o n-— 2 Puncte 
anf einer beliebigen, durch den Punct o* gelegten Transversale 
gemein haben. Diese beiden Polaren fallen daher in eine ein- 
zige Corve der (n — 2)-ten Ordnung zusammen. 

Es seien nun o, o', o", ...., o(^), fi-|-l beliebige Puncte der 
Ebene, und man bezeichne durch Poo'o" die Polare von o in 
Bezug auf io'o"» durch Poo'o"o"' die Polare von o in Bezug auf 
Po'o"o"'9 n* 0* VF. Aus dem eben bewiesenen Satze erhält man 
dann augenblicklich, dasz die Polare Po'q"q'" ^..^o^ dieselbe 
Curve bleibt, lo welcher Ordnung man auch die Pole o, 0', 
o'\..».9 o(^) nimmt. Nimmt man jetzt noch an, dasz r dieser 
Puncte in einen zusammenfallen^ und die überbleibenden 
fi-f-1 — r^=r* sich ebenfalls in einen & vereinigen, so hat man 
den allgemeinen Satz: 

Lehrsatz. F^r eine beliebige Fundamentalcurve fällt 
die r-te Polare eines Punctes o in Beuig auf die r'-ie 
Polare eines andern Punctes o' mit der r'-ten Polare von 
o' in Be%ug auf die r-te Polare von o %usammen*). 



*) Bei diesen und andern Zusätzen bin ich sehr wirksam durch die 
lehrreiche Correspondenz mit meinem berühmten Freunde Dr. Hirst geför- 
dert worden, deszen freundliche Unterstützung ich hier dankend anerkenne. 
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Zu BTr« 89. 

Bezüglich der Bestimmung der Doppelpuncte eines Büschels^ 
wollen wir den schon betrachteten Fällen Nr. 88 a., ö,, c, andere 
von etwas allgemeinerem Charakter hinzuffigen. 

er. Die Curven des gegebenen Büschels n-ter Ordnung 
haben einen r-fachen Punct gemein, und o^ o" seien zwei 
beliebig auf der Ebene festgelegte Pnncte. Die Polaren von 
o in Bezug auf die gegebenen Curven haben in o einen r-fachen 
Punct mit denselben Tangenten als die gegebene Curve, und 
diese Tangenten bilden eine Involution des r-ten Grades. Die 
Polaren von o* haben dagegen in o einen (r — ])-fachen Punct 
und ihre Tangenten werden in einer Involution des (r — l)-ten 
Grades gruppiert sein. Die beiden Involutionen sind projecti- 
visch, und eine beliebige Gruppe der zweiten ist nach Nr. 74. 
die Polare von o* in Bezug auf das Geradenbüschel, das die 
entsprechende Gruppe der ersten bildet. 

Die Polarenbüschel von o und o* in Bezug auf die gege- 
bene Curven erzeugen eine Curve der 2(n— l)-ten Ordnung, die 
in o einen (2r — l)-fachen Punct hat, und deren Tangenten die 
nach Nr. 52. beiden Involutionen gemeinschaftlichen Straten bil- 
den. Diese gemeinschaftlichen Stralen sind nach Nr. 19. offenbar 
die Gerade oo' und die Doppelstralen der Involution r-ten Grades. 

Dem entsprechend erzeugen die Polare von o und o'* eine 
zweite Curve der 2(n — l)-ten Ordnung, die (2r — l)-mal durch 
o geht und dort von der Geraden 00*^ und den Doppelstralen 
der obenerwähnten Involution r-ten tjrrades berührt wird. 

Da nun die beiden Curven der 2(n — ])ten Ordnung einen 
(2r — I)-fachen Punct p und in ihm 2(r— 1) gemeinschaftliche 
Tangenten haben, so zählt für (2r— l)2+2(r— 1) ihrer Durch- 
schnittspuncte. Aber o gilt auch für r^ Basispuncte des Po- 
larenbüschels von o; folglich hat man, da 

(.2r— l)« + 2(r-l) - r« = (r- l)(3r + 1) 

ist, den Satz: 

Lehrsatz 1. Wenn die Curven eines Büschels einen 
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r-facken Punct gemein haben, so %ähli dieser ßr (r-l)(3r-hl) 
Doppelpuncte des Büschels*). 

ß. Wir setzen jetzt voraus, dasz die gegebenen Curven im 
gemeinschaßlichen r-facbeo Pancte o dieselben r Tangenten 
haben, in welchem Falle eine von ihnen, Cn, r-f 1 Zweige hat, 
die sich in o schneiden. 

Die Polaren von o haben in einen r- fachen Punct mit 
denselben Tangenten, wie die gegebenen Curven, die Polare 
von Cn aber wird in o einen (r -f l)-fachen Punct haben. Die 
Polaren von o' haben in o einen (r— ])-fachen Punct mit Allen 
gemeinschaftlichen Tangenten. Diese sind die Geraden, welche 
in Bezug auf das Tangentenbüschel der gegebenen Curven in 
die Polare von & bilden. Die Polare in Bezug auf Cm aber 
geht r-mal durch o. Die beiden Polarenbüschel erzeugen also 
nach Mr. 51. eine Curve der 2(n — l)-'ten Ordnung mit einem 
2r*fachen Puncto in o. 

Dem entsprechend erzeugen die Polaren von o und o" eine 
zweite Curve derselben Ordnung, die eine gleiche Anzahl mal 
durch o geht und folglich 4r^ Durchschnittspuncte mit der ersten 
Curve hat, die sämmtlich mit zusammenfallen. Aber o gilt 
für r^-l-r Basispuncte des Polarenbüscbels für o, und stellt 
daher r(3r — 1) Doppelpuncte des gegebenen Büschels vor. 

Fallen von den gemeinschaftlichen Tangenten durch o s 
In eine einzige Gerade R zusammen, so berührt diese in o nach 
Nr. 74* s Zweige jeder Polare von o und # — 1 Zweige jeder 
Polare von o' und o", und folglich hat auch jede der Curven 
2(n — I)-ter Ordnung s — I in o mit B zusammenfallende Tan- 
genten. In diesem Falle vereinigt also o 4r'-f« — 1 Durch- 
schnittspuncte dieser Curven. Das heiszt: 

Lehrsatz II. Ha^en die Curven eines Büschels aus%er 
einem r- fachen Punct alle Tangenten in diesem Pimete 
gemein, und fallen von den leideren s in eine Gerade su- 
sammen, so zählt dieser Fund ßr r(3r— -1) + *— 1 Dop- 
pelpuncte des Büschels. 



*) In Bezog auf den einfachsten Fall dieses und des folgenden Lehr- 
satzes sehe man Cayley: Nouvelles r€cherches sur P Elimination et la th&me 
des courbes (Cr 6 üe 5 Jonraal, T. 63. Berlin, Reimer, 1863) S. 84.). 
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Ist szziT, da» heisfU, falien die Tangenten aller Curven 
in in eine einstige Gerade zusammen, so %ä&lt o für 
3r2 — 1 Doppelpuncte. 

y. Man setze nun voraus, dasz eine «nzige Curve Cn nnter 
den gegebenen r-mal durch einen Punet o gehe und in Ihm 
s mit der Geraden B zusammenfallende Tangenten habe. Dann 
hat die Polare von o in Bezug auf Cn r Zweige^ die durch o 
gehen und mit Cn dieselben Tangenten haben. Die Polare 
eines beliebigen Punctes o* in Bezug auf Cn hat in o einen 
(r — ])-fachen Punct mit « — 1 mit B zusammenfallenden Tan- 
genten. Die Büschel der Polaren von o und o* erzeugen daher 
eine Curve der 2(« — l)-ten Ordnung» die in o nach Nr. 51^. 
einen (r — l)-fachen Punct mit ^ — 1 auf R fallenden Tangen, 
ten bat. Eine entsprechende Curve und mit denselben Eigen- 
schaften ausgestattet entsteht durch die Polarenbüschel von o 
und einen zweiten beliebigen Punct o'', und für diese beiden 
Curven 2(« — l)-ter Ordnung repräsentiert der Punct o (r — !)• 
•i-s — I Durchschnittspuncte, daher gilt der Satz: 

Lehrsatz 111. 6iöt es in einem Curvenbüschel eine 
Curve, die einen r^fachen Punct mit s %usammenf€Ulenden 
Tangenten besitzt, so ist dieser Punct der Ort ßr (r— 1)* 
-f ^-— 1 Doppelpuncte des Büschels^ 

8* Liegt o> der r-fache Punct von Cn» auf allen Curven 
des Bfischels, die dann in ihm alle eine gemeinschaftliche Tan* 
gente haben, so gehen die Polaren von o sämmtlich durch o; 
dieser Punct ist also för jede der Curven 2(i»— -])*ter Ordnung» 
die durch die Polarenbüschel entstehen, ein r-»facher Punct. 
Diese Curven haben daher r^-t-S'^l in o vereinigte Durch- 
schnittspuncte. Der Punct zählt nun auch für r Basispuncte 
des Polarenbüschels von o, und folglich gilt : 

Lehrsatz IV. Geht eine Curve eines Büschels r-mal 
durch einen der Basispuncte und hat dort s %usammen- 
f allende Tangenten, so %ählt dieser Punct fürr^ — ri-s^\ 
Doppelpuncte des Büschels, 

Unter Anwendung der beiden letzten Sätze laszen die Be- 
trachtungen der Nr. 121. sich folgendermaszen aussprechen: 
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Lehrsatz V. Hat in Bezug auf eine gegebene Funda- 
mentalcurve eine erste Polare einen r- fachen Punct p 
mit 8 zusammenfallenden Tangenten, so hat die Curve von 
Steiner (r — 1)^ + ^ — 1 im Pole dieser Polaren sich kreu^ 
zende Zweige, die in ihm von der geraden Polare von p 
berührt werden, welche dort mit der Curve von Steiner 
selbst eine [r^ — r-\-s — \\~punctige Berührung eingeht. 



Tau Hr. tlXbisa. 

Nach Theorem III. S. 170. schalte man Folgendes ein: 

Die Kegelschnitte also, die durch zwei gegebene Puncte gehen 
und zwei gegebene Curven n-ter und n^-ter Ordnung berühren, 
bilden eine Reihe vom Index n.%(#}-|-))(^i + l)- Da in diesem 
Falle die Gerade, welche die zwei gegebenen Puncte verbindet, 
als ein System zweier zusammenfallender Geraden betrachtet, 
ebenfalls eine Curve der Reihe darstellen kann, die eine belie- 
bige gegebene Gerade berührt, so ist* der Wert 2if der Zahl 
M' einer Reduction fähig. 

Um dieselbe zu bestimmen, erinnern wir daran, dasz die 
Kegelschnitte, die durch zwei gegebene Puncte gehen, oder zwei 
gegebene Geraden berühren, eine Reihe vom Index 4 bilden, 
in welcher statt acht nur vi^r wirkliche Kegelschnitte existieren, 
die eine dritte Gerade berühren. Wenn die Gerade, welche 
die gegebenen Puncte verbindet, die beiden gegebenen Geraden 
in a und b schneidet^ so ist der Abschnitt ab, als ein Kegel- 
schnitt, deszen eine Dimension Nyll wird, betrachtet, Tangente 
der gegebenen Geraden in a und b, und bleibt auch Tangente 
jeder beliebigen dritten Geraden. Sie repräsentiert daher als 
solche, vier zusammenfallende Auflosungen der Aufgabe: durch 
zwei gegebene Puncte einen Kegelschnitt zu legen , der die 
beiden gegebenen und eine dritte Gerade berührt. Es ist also 
natürlich zu schlieszen, dasz, wenn man an Stelle der beiden 
gegebenen Geraden zwei Curven der n-ten und n^-ten Ordnung 
bat, die Reduction der Zahl 2jlf gleich in.ni ist, da n.Ui die 
Zahl der Punctepaare ist, in denen die gegebenen Curven von 
der Geraden, welche durch die gegebenen Puncte geht, ge- 
schnitten wird. Suchen wir diese Behauptung zu beweisen. 
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I. 

lieber geometriselie TSetxe* 

Kaon ein Curvennetz nAer Ordnung im Allgemeinen ein 
Netz von ersten Polaren sein? Da ein Netz durch drei Curven 
bestimmt ist, so ist zu entscheiden, ob man, wenn drei Curven 
Ai9 A^9 A^ n-ter Ordnung und nicht zu demselben Büschel gehu- 
rig gegeben sind, drei Puncte a^, ^, a^ nicht in gerader Linie, 
so ivie eine Curve (n-f l)-ter Ordnung der Art bestimmen kann, 
dasz in Bezug auf die letzte Curve die Curven Ai, A^y A^ die 
ersten Polaren von ^i, Os, a^ sind. 

Die Fundamentaicurve und die drei Pole bängeo von 
^(fi-|- ])(ii-f'4) -t-6 Bedingungen ab; umgekehrt verlangt die 
Identität der gegebenen Curven Ai, A^y A^ mit den Polaren von 
On a^9 03 die Erfüllung von sn(n-f-3) Bedingungen. Die Diffe- 
renz zwischen ihnen, (»— 2)(n+4), ist nur für « = 2 Null. Da- 
her ist, mit Ausnahme des Falles n = 2, den wir im Folgenden 
speciell für sich behandeln werden, ein Curvennetz im Allge- 
meinen kein Netz von ersten Polaren. 

Wir betrachten daher ein vollständig allgemeines Netz, das 
durch drei Curven Ai, A^, Ä^ n-ter Ordnung bestimmt ist, und 
es sei Aq eine andere Curve des Netzes der Art, dasz zwei 
beliebige der vier Curven Aq, Ai, A^, A^ nicht zu einem Büschel 
geboren. Wir fixieren beliebig in der Ebene vier Puncte Oq, 
ai9 ^ 0^9 von denen niemals je drei in einer Geraden liegen, 
und betrachten sie als den Curven A^y A^ A^ A^ entsprechend. 
Man kann jetzt die Puncte der Ebene und die Curven des 
Netzes sich der Art entsprechen laszen, dasz man die Bedin- 
gung festsetzt, dasz Puncten in gerader Linie Curven eines 
Büschels entsprechen, welches daher auch der Punctreihe pro- 
jectivisch ist. Betrachten wir zuerst eine Gerade, die zwei der 
gegebenen Puncte z. B. a^y ag verbindet, so ist die Projectivität 
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zwischen den Puncten der Geraden a^Oi und den Carven des 
Büschels i4oii| durch die Bedingungen bestimmt, dasz den Pun- 
cten Oq, Ol die Curven Aq, Äi, und dem gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunct der Geraden Oqüi, a^a^ die den Büscheln 
AiiAiy A^Ä^ gemeinschaftliche Curve entspreche. Daraus folgt 
noch, dasz einem anderen Puncte der Geraden Oqüi eine voll- 
ständig individualisierte Curve des Buscheis Ä^^i entspricht 
und umgekehrt. 

Man betrachte für eine Gerade R die Puncte, in denen 
dieselbe drei Seiten des Vierecks (h^aiOffl^ schneidet. Diesen 
drei Puncten entsprechen drei schon bestimmte Curven des 
Netzes, die demselben Büschel zugehüren und folglich entspricht 
eineno beliebigen Puncte von R eine völlig individualisierte Curve 
desselben Büschels und umgekehrt. Die Curve A» die einem 
gegebenen Punct a entspricht, findet man, indem man ihn als 
Durchschnittspunct ziveier Geraden R^ R! betrachtet^ die man 
der Einfachheit wegen durch zwei der gegebenen Puncte ziehen 
kann, und dann die Curve nimmt, welche den beiden Büscheln, 
die zu den Geraden gehören, gemeinschaftlich sind. 

Auf diese Art entspricht einem Puncte a eine feste Curve 
A des Netzes, die nämlich, welche allen Büscheln gemein ist, 
die zu Geraden, welche sich in a schneiden, gehören, und um- 
gekehrt entspricht einer Curve A des Netzes ein völlig indivi- 
dualisierter Punct a, nämlich der, welcher allen Geraden gemein 
ist, welche zu Büscheln gehören, die die Curve A enthalten. 

Alle Curven des Netzes, die durch denselben Punct a ge- 
hen, bilden ein Büschel und entsprechen also den Puncten einer 
Geraden />, und umgekehrt, diese Gerade enthält die Puncte, 
welche Curven des Netzes entsprechen, die durch ffi hsie 
Puncte gehen, deren einer a ist. Wir können also sagen, dasz 
einem beliebigen Puncte a eine feste Gerade D entspricht, der 
Ort der Puncte, deren Curven A durch a gehen, dasz aber um- 
gekehrt einer beliebigen festen Geraden D nicht ein, sondern 
n* Puncte entsprechen, die die Basis des Büschels von Curven 
A bilden, welche den Puncten von D entsprechen. 

Einem Puncte der Ebene entsprechen also eine Curve des 
Netzes und eine Gerade und umgekehrt einer Curve des Netzes 



i 
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entspricht ein einziger bestimmter Panet> aber einer Geraden 
n^ Puncte. Aus dem Vorhergehenden folgt nun: 

Lehrsatz I. Geht die Curve A eines Punctes a durch 
einen zweiten Punct a*, so geht umgekehrt die Gerade D 
von a* durch a und vice versa. 

Was ist der Ort der Puncte, die aof den entsprechenden 
Curven Ä, oder auch nach Lehrsatz I. auf den correspondieren- 
den Geraden D liegen? Es sei B eine beliebige Transversale. 
Einem Puncte a derselben entspricht eine Curve il des Netzes 
die ^ in n Puncten a schneidet. Nimmt man umgekehrt einen 
Punct a aufB, so entsprechen die Curven ii, die durch a gehen, 
den Puncten einer bestimmten Geraden D^ die R in einem 
Puncte a schneidet. Das heiszt, einem Puncte a entsprechen 
n Puncte a, während einem Puncte a nur ein einziger Punct a 
entspricht. Es gibt folglich n + 1 Puncte a, deren jeder mit 
einem der entsprechenden Puncte a zusammenfallt, daher gilt: 

Lehrsatz IL Der Ort eines Puncies, der auf der ent- 
sprechenden Curve Ä Hegt, ist eine Curve K der (n-l- 1)- 
ten Ordnung. 

Was ist die Einhüllende der Geraden D» deren jede einen 
der correspondierenden Puncto enthält? Es sei t ein beliebiger 
Punct, dann haben die Geraden, die durch i gehen, nach Lehr- 
satz I. ihre entsprechenden Puncte auf der i entsprechenden 
Curve A, welche nach Lehrsatz IL die Curve K in n(n-f 1) 
Puncten schneidet, und auf der die Gerade, welche einen die- 
ser Puncte mit i* verbindet, einen ihrer entsprechenden Puncte 
bat. Folglich gilt: 

Lehrsatz IIL Die Einhüllende einer Geraden D, die 
durch einen der n^ Puncte geht, die ihr entsprechen, ist 
eine Curve H der n(n + lyten Classe. 

Der Punct i gehört der Curve H an, wenn zwei der Gera- 
den , welche i mit den Durchschnittspuncten der Curve K und 
A, welche letztere i entspricht, verbindet, zusammenfallen, das 
heiszt, wenn die letzte Curve K berührt. Daraus entsteht: 

Lehrsatz IV. Die Curve H ist die Einhüllende der 
Geraden D, die den Puncten der Curve K entsprechen. 
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und ff9€ich%eitig der Ort der Puncte, welche denjenigen 
Curven A entsprechen-, die K berühren. 

Sind die Curven A die ersten Polaren ihrer entsprechenden 
Puncte in Bezug auf eine Fundamentalcurve^ so fallen die Cur- 
von H und K mit letzerer zusammen *). 

Aber auch in dem allgemeinsten Falle bestehen zum grüsz- 
ten Teile die Eigenschaften , die in diesem Werke für ein 
System von ersten Polaren bewiesen sind, und bleiben selbst 
bis auf den ßeweis unverändert. Dies kommt vorzugsweise 
daher, dasz diese Eigenschaften und Beweise fast alle nicht 
sowol von dem polarischen Zusammenhange der Curven des 
Netzes mit einer Fundamentalcurve abhängen, als vielmehr von 
der linearischen Bestimmbarkeit derselben mittelst nur drei 
von ihnen. Man hat daher für ein beliebiges geometrisches 
Curvennetz folgende allgemeine Sätze, die man mit Zuhilfe- 
nahme der Erklärung eines Netzes und des Lehrsatz I. bewei- 
sen kann: 

Lehrsatz V. Durchläuft ein Punct eine Curve Cm der 
tn-ten Ordnung, so wird die entsprechende Gerade D von 
einer Curve L der m.n-ten Classe umhüllt, die auch der 
Ort eines Punctes ist, dem eine Curve A, die Cm be- 
rührt, entspricht. 

Hat Cm keine vielfachen Puncte, so ist die Ordnungszahl 
von L gleich m{m + 2a — 3) ; diese Zahl vermindert sich 
aber um r + * — 1, wenn Cm einen r-fachen Punct mit s 
%usammenfallenden Tangenten hat. 

Aus diesem Satze folgt, dasz die Zahl der Curven A, die 
zwei Curven Cm, Cm' berühren, gleich der Anzahl der Durch- 
scbnittspuncte der beiden entsprechenden Curven L ist, deren 
Ordnungszahlen gefunden sind. 

Den Spitzen von Cm entsprechen Wendepnncte von L, und 
da man so die Classe, die Ordnung und die Zahl der Wen- 
depnncte dieser Curve kennt, so kann man mittelst der For- 
meln von Plücker die Zahl der Doppelpuncte, der Dopeitan- 



*) Für den Fall n= 1 sehe man: Plücker^ System der ancJytiscken 
Greometrie^ S. 78. 
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genten und der Spitzen berechne«. Diese Zahlen nun laszen 
erkennen^ wie viele Curven A eine doppelte Berührung^ und wie 
▼iele eine dreipu nötige Berührung mit der gegebenen Linie Cm 
eingehen (M. s. Nr. 103.). 

Lehrsatz VI. Der Ort eines Punctes p, dessen gerade 
Polaren in Be&ug auf die Curven A eines Netzes durch 
denselben Punct o gehen, ist eine Curve der 3(w— \)'ten 
Ordnung, die man nach iVr. 95. die Curve von Jacobi 
des Netzes nennen kann^ und die sich auch nach Nr, 90 ö. 
als Ort der Berührungspuncte zwischen den Curven des 
Netzes definieren läszt, oder als Ort der Doppelpunte der- 
selben Curven. 

Lehrsatz VIL Der Ort der Puncte o, in denen sich 
die geraden Polaren eines und desselben Punctes p schnei- 
den in Bezug auf die Curven des Netzes, ist eine Curve 
der 3{n—l)^-ten Ordnung, die man Curve von Stei- 
ner des Netzes nennt (Jf. ^. AV. 98«.). 

Daher entspricht jedem Puncte p der Curve Jacobis 
ein Punct o der Steinerschen Curve und umgekehrt, 
und die Einhüllende der Geraden po, welche die gemein- 
schaftliche Tangente der Curven des Netzes in p ist, die 
durch diesen Punct gehen, ist eine Cuvre der Zn(n—l)-ten 
Classe (Nr. 9Sb.). 

« 

Lehrsatz VIII. Der Ort eines Punctes a, dem eine 
Curve A mit einem Doppelpunct p entspricht, ist eine 
Curve 2 der 3(n — l)^-ten Ordnung. 

Die Curve 2 fällt mit der Curve von Steiner zusam- 
men, wenn die Curven A die ersten Polaren der entspre- 
chenden Puncte a in Bezug auf ein und dieselbe Funda- 
mentalcurve sind. (M. s. Nr.SSd.). 

Die Gerade D, welche dem Punct p entspricht, berührt nach 
Nr. 118. in a die Curve 2, das heiszt: 

Lehrsatz X. Die Curve 2 ist die Einhüllende der 
Geraden D,die den Puncten der Curve von Jacobi ent- 
sprechen. 

Aus diesem Satze und Lehrsatz V. leitet man rasch die 
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Glasse der Carve 2 ab und aosserdem die fibrigen Singolari- 
täten, and hieraas erschliesst man aogenblieklicfa die im Texte 
Nr. 1 19—121. gegebenen Formein, durch welche ausgedruckt wird : 

wie viel Curvenbüschei sich in zwei verschiedenen Pnn- 
cten berühren, 

wie viel Büschel unter sich eine dreipunctige Berfihrung 
eingehen, 

wie viel Curven mit zwei Doppelpuncten , und 

wie viel Curven mit Spitzen in einem beliebigen geometri- 
schen Netze sich befinden. 

Bei dieser Aufgabe bemerke man, dasz die im Texte ge- 
gebenen Zahlen die Curve Jacobis ohne jeden vielfachen Punct 
verauszusetzen. Die Veränderungen jedoch, welche diese Resul- 
tate erleiden, wenn die Curve Jacobis selbst vielfache Puncto 
besitzt, sind leicht nachzuweisen. 

Haben die Curven eines Netzes d gemeinschaftliche Puncte 
mit verschiedenen Tangenten und weitere k Puncte gemein, in 
denen sie sich berühren, so hat nach Nr. 96^ 97. die Curve 
Jacobis in jenem d Doppelpuncte und in diesem k dreifache 
Puncto und in jedem der letzteren zwei Tangenten, die mit 
der den Curven des Netzes gemeinschaftlichen Tangente zusam- 
menfallen. Daraus folgt, dasz diese Puncte id-\-Ak Durch- 
schnittspuncten der Curve Jacabia mit einer beliebigen Curve 
des Netzes gleich gelten, und die Classe der Curve 27 ist also 
nach Nr. 1186. gleich 3fi(n — 1) — 2 J -f 3Ar. 

Wir setzen jetzt voraus, dasz, abgesehen von den gemein- 
schaftlichen Puncten der Curven des Netzes, die Curve Jacobis 
andere i Doppelpuncte und % Spitzen besitze. Dann wird nach 
Nr. 103. die Ordnung des Ortes der Puncte, deren Curven A 
entsprechen, welche die Curve Jacobis berühren, gleich sein: 

3(n— 1)(6«-.6) --2(rf+ J)— 3ä— 4*. 

Folglich ist die Zahl der Wendetangenten von 2 nach Nr. ]18<f. 
gleich 

3(11— l)(4n-6)— 2(rf+ «) — 3X-.4Ä, 

und hieraus schlieszt man mittelst der Formeln P lack er s wei* 
ter auf die andern Singularitäten derselben Curve« 
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Haben die Ourven des Netze« einen r-iachen Ponct ge- 
meio, so ist derselbe für dkeCmveJacobis ein (3r — l}-facher 
Pttnct, wie man leicht mittelst der Betrachtungen der Nr. 96. 
beweisen kann^ er wird also die Classe der Curve 27 um r(3r — 1) 
Einheiten vermindern. Da ferner ein beliebiges Curvenbäschel 
des Netzes, auszer dem gegebenen Puncte nur 

3{ii-.l)a-(r-lX3r + l) 

Doppelpttncte zuläszt (ra. s. den Zusatz zu Nr.SS.), so vermin- 
dert sich nach Nr. 88<f. auch die Ordnung von £ in unserra 
Fall« um (r — l)(3r— 1) Einheiten, ü. s. w., u.s, w. 

Lehrsatz X. Schneidet eine Curve Cm die Curve Ja- 
CO bis in 3m(»— I) Puncten p, so wird die Curve 2 in 
den ^m{n — \) entsprechenden Puncten a na^h Nr. 122. von 
dem Orte der Puncte berührt, deren Curven A die Cm 
berühren. 

U. 8. fv., u. s* w. 

Wir beschlieszen diese Bemerkungen, indem wir einige ganz 
specielle Beispiele geometrischer Netze betrachten, bei welchen 
die Bestimmung der Curve Jacobis sehr leicht ist. 

L Die Curven des Netzes seien von der vierten Ordnuni; 
und mögen drei Doppdpuncte di, 4^, d^ und drei einfache 
Puncte «1, s^y ^3 gemein haben. Ist m ein Punct der Geraden 
d^d^i so stellen diese Oetade und die Curve der dritten Ord- 
ntmg, die in d^ einen Doppelpunct hat und durch die Puncte 
m» diy d^, Si, s^j s^ geht, zusammen eine Curve des Netzes 
vor, die in m ehien Doppelpvnct hat. Ist m femer ein Punet 
des Kegelschnittes d^d^d^SiS^, so brldet ebenso dieser mit dem 
Kegelschnitt did^d^s^m eine Curve des Netzes mit einem Dop- 
pelpuncte in m. Folglich bilden dve drei «Seiten des Dreiecks 
did^d^ und die drei Kegelschnitte, die demselben Dreieck um« 
geschrieben und beziiglich durch je zwei Scheitel des zweiten 
Dreiecks SiSi^s^ beschrieben sind, zusammen die Curve Jaeobis 
des Netzes. 

Die Curven des Netzes^ die durch einen und denselben 
Punct a gehen, bilden ein Büschel, in welchem sechs Curven 
existieren, die einen Doppelpunct haben (auszer den gegebenen 
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Poncten), nämlich drei Systeme aus einer Geraden und einer 
Curve dritter Ordnung uud drei Systeme aus zwei Kegelschnit- 
ten. Man kann nämlich die Gerade did2 mit der Curve dritter 
Ordnung, die einen Doppel punct in d^ hat und durch a, d^ d^, 
S\f s^, ^3 geht 5 combinieren oder den Kegelschnitt did^d^s^s^ 
mit dem Kegelschnitt did^d^s^a^ u. s. w. 

2. Die Cnrven des Netzes seien von der fünften Ordnung 
und mögen sechs Doppelpuncte di, d^, d^^ dj^, d^y d^ gemein 
haben. Ist m ein Punct des Kegelschnitts did^d^d^/d^, so stellt 
dieser zusammen mit der Curve dritter Ordnung, die einen Dop- 
pelpunct in d^ hat und durch m^ di, d^^ d^, d^, d^ geht, eine 
Curve des Netzes mit einem Doppelpuncte in m dar. Die Curve 
Jacobis des Netzes ist daher das System der sechs Kegel- 
schnitte, die man durch die gegebenen Puncte ^|, dt^, d^, d^, d^, 
dß beschreiben kann, wenn man sie zu je fünf und fünf com- 
biniert. 

Ein Büschel des Netzes enthält sechs Curven mit einem 

# 

Doppelpuncte, deren jede das System eines Kegelschnitts und 
einer Curve dritter Ordnung ist. 

3. Die Curven des Netzes seien von der fünften Ordnung 
und mögen einen dreifachen Punct /, drei Doppelpuncte i/^, d^, 
d^ und drei einfache Puncte ^|, s^f ^b gemein haben. Ist m 
ein Punct der Geraden tdi, und man combiniert sie mit der 
Curve vierter Ordnung, welche die Doppelpuncte i, d^ d^ hat 
und durch die Puncte m, di, Si, S2, s^ geht; oder ist m ein 
Punct des Kegelschnittes tdid^d^Si^ und man combiniert diesen 
mit der Curve dritter Ordnung, die durch d^^ d^, ^9 ^9 ^2* '9 
und zweimal durch t geht; oder ist endlich m ein Punct der 
Curve dritter Ordnung, die einen Doppelpunct in t hat und 
durch dl, d^, d^9 9i9 ^29 ^3 geht, und man combiniert sie mit 
dem Kegelschnitt Idid^d^m; so erhält man in jedem dieser drei 
Fälle eine Curve des Netzes mit einem Doppelpuncte in m. 
Folglich bilden die drei Geraden i(di, d^, d^), die drei Kegel- 
schnitte tdid^d^ißi, *2» ^3) ""d die Curve dritter Ordnung, die 
durch dl, d^» d^, Si, s^, ^s geht und einen dreifachen Punct in 
i hat, zusammen die Curve von Jacobi des Netzes. 

£in Büschel des Netzes enthält sieben Curven mit einem 
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Doppelpnncte, nämlich drei Systeme aus einer Geraden und 
einer Curve vierter Ordnung und vier Systeme aus einem Ke-* 
gelsehnitt und einer Curve dritter Ordnung. 

4. Die Curven des Netzes seien von der n-ten Ordnung 
und haben einen (n — l)-fachen Punct und 2(n — 1) einfache 
Puncte «i, s^i ••••9'2(n-i) gemein'^). Ist m ein Punct der Gera- 
den osi, und man combiniert diese Gerade mit der Curve (n~l)-ter 
Ordnung, die in o einen (n — 2)- fachen Punct hat und durch m, 
^2» *3» ....»*2(n-i) ?»®^t o^^cr wenn m ein Punct der Curve ft-i 
der (n — l)-ten Ordnung ist, die einmal durch *i, *a, ...., s^in-iy 
und (n-~2)-mal durch o geht, und man diese Curve mit der 
Geraden mo combiniert, in jedem dieser Falle erhält man eine 
Curve des Netzes mit einem Doppelpuncte in m. Die 2(n — ]) 
Geraden o(^] , ^2> • • • • ' ^2(n~i) "^^ ^*^^ Curve Cn—i bilden daher 
gemeinschaftlich die Curve von Jacobi für das Netz. 

Betrachtet man das Curvenbiischel des Netzes, das durch, 
einen weiteren beliebigen Punct Sq gehen musz, so zerfällt, 
wenn eine Curve dieses Büschels einen Doppelpunct auszer. 
dem {n — l)-fachen Puncte o hat, diese nothweudigerweise in 
eine Gerade und in eine Curve (n— l)-ter Ordnung. Und wirk- 
lich, verbindet man die Curve K^ der (n — Ij-ten Ordnung, die 
(n — 2)-mal durch und auszerdem durch die Puncte «o> ^i» 
«^, ...., ^2(n-.i) mit Ausnahme des einen Sr geht, mit der Gera- 
den, die diesen ausgelaszenen Punct mit o verbindet, so hat 
man offenbar eine Curve des Büschels, welche auszer in o im 
Durchschnittspuncte der Curve K*" mit der Geraden osr einen: 
Doppelpunct hat. Auf diese Weise erhalten wir 2fi — 1 Curven 
des Büschels, die einen Doppelpunct haben, und diese 2n — 1 
Doppelpuncte zusammen mit dem {n — l)-facben Punct o, der für 
(n — 2)(3ii — 2) Doppelpuncte gilt (m. s. den Zusatz zu Nr. 88), 
geben genau die 3(n — 1)^ Doppelpuncte des Büschels. U. s. 
w., u. s. w. 



*) Cremona, SuUe trasformazioni geometriche delle figure piane (Mc- 
morie deir Accademia di Bologna, serie 2«, tomo 2®, Bologna 1863). — 
Jonquihres^ De la transformation g€om&Hque des figures planes. (Nouvelle 
Aimales de math^matiqaes, 2« s^rie, tom. 3«, Paris 1864). — JonquiireSf 
Du eontact des courhes planes etc, (ibidem). 

Cremona, Bhene Oiroen, 18 
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Heiter Veise tmi Hegrel^elnitteB. 

L Es ist ein Netz Kegelschnitte gegeben, man betrachtet 
dasselbe als ein Netz erster Polaren einer unbekannten Curve 
dritter Ordnung und soll dann die Pole bestimmen. 

Es seien Ai^ A^ Az drei Kegelschnitte des Netzes, die nicht 
demselben Böscbel angeboren. Die beiden ersten seien zwei 
Paar Gerade» die sich bezuglich in Oi und o^ schneiden, der 
dritte gehe durch Oj und o^. Es sei ferner o^ der dritte Dia- 
gonalpnnct des durch die vier Dnrchschnittspuncte you A^ und 
A^ gebildeten Vierecks, und ii|, a%, a^ seien die unbekannten 
Pole der drei gegebenen Kegelschnitte. Da die gerade Polare 
von a^ in Bezug auf Ai mit der geraden Polare von a^ in Be- 
zug auf A% zusammenfallen musz, so ist diese Gerade jeden- 
falls OiO%9 und folglich liegen Oi und a^ bezuglich in o^o^ und 
O3O1. Die Polare von a^ in Bezug aufJs musz gleichzeitig die 
Polare von a^ in Bezog auf il| sein, das heiszt, sie musz durch 
0| gehen, so dasz €^ auf der Tangente von ^^3 In Oi liegt. Dem 
tfnalog liegt a^ auf der Tangente von A^ in o^r Nachdem die 
Puncte a^y a% constfuiert sind, seien Oi^i, o^O^ die respectiven 
Polaren in Bezug auf A^. Diese Geraden sind dann auch die 
Polaren von a^ in Bezug auf il^ und A^^^ und folglich ist a^ der 
Punet, in welchem der zu o^Oi in Bezug auf die beiden Gera- 
den Ai harmonisch conjugierte Stral, deu zu 0^0^ in Bezug auf 
die beiden Geraden il2 harroonisch conjugierten Stral schneidet. 

Nachdem so die Pole der drei Kegelschnitte Ai, A^, 4» 
gefunden sind, so ist der Pol eines andern Kegelschnittes A 
des Netzes der Pol in Bezug auf A^ der geraden Polare von 
Os in Bezug auf A. 

Auf folgende Weise findet man ferner die Dorcbschnitts- 
puncte der Fundamentalcurve dritter Ordnung mit einer belie- 
bigen Transversale R Ist x ein Punct von R, so schneidet 
seine conische Polare R in zwei Puncten p. Umgekehrt ist, 
wenn durch einen auf R beliebig angenommenen Punct y die 
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cQnische Polare eines Ponctes ?on A geht, der Pol x der 
Durchschnitt von R mit der geraden Polare von y. Die Puncte 
p bilden daher eine quadratische Involution^ die der einfachen 
Punctreihe der Puncte w projectivisch ist. Die drei gemein- 
schaftlichen Puncte der zwei Reihen sind die Puncte von R, 
welche auf ihren respectiven conischen Polaren liegen^ das 
heiszt, sie sind Puncte der Fundamentalcurve. 

2. Wir gelangen jetzt zu speciellen Fällen. Wir nehmen 
zuerst an 9 in dem Netze befinde sich ein Kegelschnitt iP* der 
aus einer zweimal genommenen Geraden E besteht Jeder 
Punct .dieser Geraden ist Pol eines Regelschnittes mit einem 
Doppelpuncte, auszerdeni bilden aber die Polarkegelschnitte der 
Puncte einer Geraden ein Böschcl^ es gibt daher in dem Netze 
ein Büschel, de&zen Kegelschnitte särarotiich einen Doppelpunct 
haben. Ein solches Büschel ist aber notwendigerweise ein 
Büschel von Geradenpaareu in Involution, deszen Doppelstralen, , 
jeder doppelt gezählt, zwei neue Kegelschnitte P^, Q^ des Netzes 
bilden. Da nun jeder Punct von R der Pol^ einer conischen 
Polare ist, die aus zwei sich im Puncte P'Q schneidenden 
Geraden besteht, so ist umgekehrt dieser Punct der Pol des 
Kegelschnittes- R^. Daraus folgt nach Nr. 79., dasz PQR ein 
Dreiseit ist, von dem jede Seite, doppelt gezählt, die conische 
Polare des Gegenscheitels ist. 

Diese drei Kegelschnitte P', ff^, /P genügen in Folge ihrer 
Specialnatur nicht, um das ganze System der Pole zu indivi- 
dualisieren, das heiszt, die Aufgabe, die Fundamentalcurve zu 
bestimmen, ist unbestimmt. Dieselbe wird bestimmt, wenn 
man für einen wirklichen Kegelschnitt des Netzes einen belie- 
bigen Punct, der aber nicht auf den Geraden P, Q^ R liegt, als 
Pol annimmt*). 

Der Kegelschnitt des Netzes, der durch zwei gegebene 
Puncte a, & gebt, bestimmt sieh durch die Methode der Nr. 77a. 



•) Sind nämlich drei Kegelschnitte -4, B, C gegeben, die ein und dem- 
selben Breieck conjngiert sind, und sind, wenn a ein beliebiger Punct ist, 
b und c diejenigen Puncte, deren Polaren in Bezug auf A bezüglich die Po- 
laren von a in Bezug auf B und C sind, so zeigt sich leicht, dasz die Po- 
lare von b in Bezug auf C die Polare von c in Bezug auf B ist. 

18* 
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Der Kegelschnitt des Büschels (P^ Q*), der durch geht, ist 
ein Paar Gerade, die mit P, Q ein harmonisches System bil- 
den; analog ist der Kegelschnitt des Büschels (P^, JP), der 
ebenfalls durch geht« ein Geraden paar, das mit P, R ein har- 
monisches System bildet. Diese beiden Kegelschnitte bestimmen 
durch ihre gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte ein vollstän- 
diges Viereck, deszen Diagonaldreieck PQR ist. Der gesuchte 
Kegelschnitt ist nun derjenige, welcher durch die Scheitel 
dieses Vierecks und durch o* geht, ^ür ihn ist also PQR ein 
conjugiertes Dreieck. Alle Kegelschnitte des Netzes sind folg- 
lich demselben Dreieck conjugiert. 

Die Curve von Hesse ist in diesem Falle durch die drei 
Geraden P, Q, R gebildet und es ist folglich nach Nr. 145. die 
Fundamentalcurve dritter Ordnung äquianharmonisch. 

Ans dem Vorhergehenden folgt offenbar, dasz es in dem 
Netze keinen vierten Kegelschnitt geben kann, der aus einem 
Paar zusammenfallender Geraden besteht. Jede Gerade nSmlich, 
die zweimal genommen eine conische Polare bildet, ist notwen- 
digerweise ein Teil der Curve von Hesse, und diese kann, 
da sie von der dritten Ordnung ist, nicht mehr als drei Gerade 
enthalten. 

2. Wir haben eben gesehen, dasz, die Existenz eines 
Kegelschnitts R^ (eine doppelt genommene Gerade) vorausge- 
setzt, es notig ist, damit die Kegelschnitte des Netzes ein 
System von Polaren bildea« dasz die Puncte der Geraden ü 
Pole von Kegelschnitten sind, die aus Geradenpaaren in Involu- 
tion bestehen. Hat diese Involution zwei von einander und von 
R verschiedene Doppelstralen P, j^, so haben wir den vorher- 
gehenden Fall der Nr. 2. Wir nehmen also jetzt an, die bei- 
den Doppelstralen fielen zusammen, das heiszt, alle Geraden- 
paare hätten einen gemeinschaftliche Gerade P. In diesem Falle 
fallen von den drei Seiten des Dreiecks PQR zwei P, Q zusam- 
men (oder die Curve von Hesse besteht aus der Geraden P 
zweimal genommen und aus der Geraden R), Die Puncte von 
P sind daher Pole von Kegelschnitten, die aus Geradenpaaren 
bestehen, die mit P und R harmonisch conjugiert sind. Die 
Puncte von R dagegen sind Pole von Kegelschnitten, die aas 
einer festen Geraden P und einer beweglichen Geraden zusam 
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rocFiigesetzt siod, die sich um einen festen Punct o von P dreht 
Der Punct PB, der beiden Geraden angehürt« vFird dann der 
Pol des Kegelschnitts P' sein, und der Punct o, der für die 
conischen Polaren von R ein Doppelpunct ist, hat zur conischen 
Polare /P. 

Es folgt weiter, dasz alle Kegelschnitte des Netzes P im 
Puncto PB berühren^ und dasz in Bezug auf diese o. der Pol 
der Geraden B ist. Und da der Punct PB die conische Polare 
P* hat« so hat die Fundamentaleurve dritter Ordnung in dem- 
selben Puncte eine Spitze mit der Tangente P. Die Gerade B 
aber, die im vorhergehenden allgemeinern Falle drei Wende- 
puncte der Curve enthielt« verbindet im gegenwärtigen Falle 
die Spitze der Curve mit ihrem einzigen Wendepuncte. Die 
conische Polare des Wendepunctes ist aus der Geraden P und 
der Wendetangente zusammengesetzt, uiid der Punct o ist da- 
her der Durchschnittspunct der Tangenten im Wende* und 
ROckkehrpuncte. 

Man gelangt zu dem eben betrachteten Fall auch, indem 
man annimmt« dasz im allgemeineren Falle der Nr. 2. einer der 
Doppelstralen der Involution der Geradenpaare« welche die co- 
nischen Polaren der Puncte von B bilden, mit dieser Geraden 
B selbst zusammenlallt. In Summa besteht also der Charakter 
unseres Falles darin, dasz zwei Seiten des den Kegelschnitten 
des Netzes conjugierten Dreiecks aufeinander fallen. 

4. Es kann der noch speciellefe Fall eintreten, dasz die. 
Geraden P, Q, B alle in eine einzige Gerade P zusammen- 
fallen* Dann ist jeder Punct von P der Pol eines Kegelschnit- 
tes« der aus der Geraden P selbst und einer zweiten variablen 
Geraden zusammengesetzt ist« welche sich um einen festen 
Punct o von P dreht« und o ist der Pol des Kegelschnittes 
P^. Alle Puncte von P gehören daher der Fundamentaleurve 
dritter Ordnung an« die folglich aus der Geraden P und einem 
Kegelschnitt zusammengesetzt ist« der P in o berührt. Alle 
Kegelschnitte des Netzes haben in o eine dreipunctige Berüh- 
rung mit der gemeinschaftlichen Tangente P. 

Natürlich ist in diesem Falle die Curve von Hesse die 
Gerade P dreimal genommen. 
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5. Die vorhergehenden Betrachtungen zeigisn» dasz^ wenn 
das Netz einen Kegelschnitt P^ enthält, oder zwei Kegelschnitte 
P^, ü*, es, damit es eine Pundamentaicurve gibt, notwendig ist, 
dasz sich die Kegelschnitte des Netzes als einem Dreieck con» 
jugiert ansehen laszen» von dem alle drei oder nur zwei Seiten 
zusammenfallen, das heiszt, es ist im ersten Falle nutig, dasz 
alte Kegelschnitte des Netzes unter sich eine dreipunctige Be- 
rührung mit der gemeinschaftlichen Tangente P eingehen^ und 
im zweiten Falle > dasz die Kegelschnitte des Netzes eine der 
Cceraden P, R in dem Durchschnittspuncte derselben berühren, 
und in Bezug auf die zweite einen festen Pol haben *). Wenn 
aber das Netz ein oder zwei Kegelschnitte enthält, die aus 
einem Paar zusammenfallender Geraden bestehen, und die obi- 
gen Bedingungen sind nicht erfüllt, so bilden die Kegelschnitte 
kein System erster Polaren. So bestimmen z. B. zwei Kegel- 
schnitte, in Bezug auf die zwei Puncto a, b einer Geraden P 
conjugiert sind, und der Kegelschnitt P^ ein Netz, das keine 
Pundamentaicurve zuläszt. Die Curve von Hesse ist in diesem 
Falle aus der Geraden P und dnem^ Kegelschnitt zusammen- 
gesetzt, der durch a und b geht. 

6. Haben die Kegelschnitte des Netzes einen, zwei oder 
drei Runcte gemein, und existiert in den beiden ersten Fällen 
kein Kegelschnitt B^y so gibt es eine Pundamentaicurve, ^le 
ein, zwei oder drei Doppelpuncte besitzt, das heiszt, sie ist im 
zweiten Falle das Systena einer Geraden und eines Kegel- 
schnittes, im dritten das System dreier Graden. 

Wenn aber die Kegelschnitte des Netzes sich in einem 
Puncte berühren, und in einem zweiten Puncto schneiden, so 
ist die Gerade, welche die beiden Puncte verbindet, zweimal 
genommen, ein Kegelschnitt des Netzes. In diesem Falle wurde 
es also keine Pundamentaicurve dritter Ordnung geben. 

7. Alles in Allem schlieszen wir also, dasz die Aufgabe: 
„Gegeben ein Nei% Kegelschnitte^ man soll eine Fundamental" 



*) Die zweite Bedingung ist eine Folgerang aus der ersten, wenn man 
das Netz sich durch die Kegelschnitte P^^ 22* und einen dritten. Kegelschnitt 
bestimmt denkt, der P oder R im Puncte PR berührt. 
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cuKve dritter Ordnung finden, in Bemg auf welche die Kegel- 
schnUle die Polaren der Puncie der Ebene sind^% eine, und 
zwar eine eiozige Auflösung zuläszt^ sobald das Netz kein 
Paar •zusammenfallende Gerade enthält. Gibt es drei solche 
Paare> so gibt es eine unbegrenzte Zahl von Auflösungen. Gibt 
es dagegen ein einziges Paar oder zW/ei zusammenfallende Ge- 
radenpaare, so ist das Problem entiveder unmöglich oder unbe* 
stimmt. 

In den Fällen aber, in denen es unendlich viele Lösungen 
gibt« wird die Aufgabe bestimmt« wenn man für einen Kegel- 
schnitt des Netzes« der nicht aus einem Paar zusammenfallen- 
der Geraden besteht, beliebig den Pol bestimmt. 



Ueber Bethen toh Ke^elscliitltteii« 

Schon in Nr. lll^t^.*) haben wir bemerkt« dasz bei An- 
wendung des allgemeinen Theorems in Nr. 85. zur Bestimmung 
der Kegelschnitte einer Reihe vom Index fi« welche eine ge- 
gebene Gerade berühren« die resultierende Zahl 2fA nicht blos 
die wirklichen Kegelschnitte umfaszt« die die Aufgabe lösen« 
sondern auch Systeme von zusammenfallenden Geraden. In der 
That schneidet ein beliebiger Kegelschnitt der Reihe die gege- 
bene Gerade in zwei Puncten; fallen diese zusammen« so löst 
der Kegelschnitt die Aufgabe. Diese beiden Puncte können 
nun aber nicht blos dann zusammenfallen« wenn wir einen wirk- 
lichen Kegelschnitt haben« der die gegebene Gerade berührt« 
sondern auch wenn in der Reihe ein Kegelschnitt existiert« der 
aus dem Systeme zweier Puncte besteht« da in letzterem Falle 
der Kegelschnitt als Ort beitrachtet eine einfache Gerade ist« 
die aber zweimal gezählt ist, und folglich die beiden Durch- 
sdhnittspuncte mit der gegebenen Geraden in einen Punct zu- 
sammenfallen. 



*) Man sehe auch das Giomale di Matematiche di Napoli: tomo l^.' 
1863| p. 225; tomo 2<»., 1864, p. 17 unll, 192. 
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Man siebt non leicht, dasz dergletehen AasnalHDekegel- 
schnitte nicht blos io Specialfailen existieren, sondern aock la 
allgenefnen, weil, wenn eine Cnrre zweiter Classe sich in zwei 
Poncte aoflosen soll, man nur einer Bedingung genqge zu 
leisten braucht. Eine Reibe Fon Kegelschnitten enthält daher 
im Allgemeinen eine bestimmte Anzahl von Systemen zweier 
zosammenfall ender Geraden. 

Es sei nun p die Zahl solcher Systeme, oder wenigstens 
die Zahl der Losungen, die durch diese Systeme für die Auf- 
gabe, eine Gerade zu berfihreo, sich ergeben, so ist die Zahl v 
der wirklichen Kegelschnitte, welche die Aufgabe losen, gleich 
i/=:2fi — p. Die Zahl p hangt von der Natur der vier gemein- 
schaftlichen Bedingungen ab, denen die Kegelschnitte der 
Reihe unterworfen sind, und kann für verschiedene Reihen 
auch verschiedene Werte haben, selbst wenn ^ie dieselben In- 
dices haben.. (Z. B. bilden sowol die einem Dreieck eingeschrie- 
benen und eine vierte Gerade berührenden Kegelschnitte, als 
die einem Vierseit eingeschriebenen eine Reihe vom Index 2, 
aber im ersten Falle ist /i := 0, im zweiten p = 3). Die Zahlen 
fi und p, von denen v Function ist, sind von. einander unab- 
hängig und beide zur genauen Erklärung der Reihe notwendig, 
die man daher nicht mit dem einfachen Index (i bezeichnen 
darf, sondern mit den beiden Zahlen fi, p, sobald man bei der 
Bestimmung der Kegelschnitte, welche einer fünften gegebenen 
Bedingung genfigen, diejenigen Losungen ausschlieszen will^ die 
den Systemen zweier zusammenfallender Geraden entsprechen. 

Rectprok: Eine Reihe Kegelschnitte enthält im Allgemei- 
nen eine bestimmte 'Zahl von Paaren nicht zusammenfallender 
Geraden. Ein beliebiger Kegelschnitt der Reihe wird von zwei 
Geraden berührt, die von einem gegebenen Puncte ausgehen. 
Fallen diese beiden Geraden zusammen, so schlieszt man, dasz 
der Kegelschnitt durch den gegebenen Punct geht. Aber dieses 
Zusammenfallen hat auch Statt, welches auch der gegebene 
Punct sei, wenn der Kegelschnitt ein Paar in einem Puncto 
sich kreuzender Geraden ist. Ist daher v die Zahl der Kegel- 
schnitte der Reihe, welche eine gegebene Gerade berühren, 
und g die Zahl der Kegelschnitte, die einen Doppelpuuct haben, 
(Zahlen, mittelst deren man .flie Reihe definieren kann), so ist 
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die Zahl (i der wirklichen Kegelschnitte der Reihe, die durch 
einen gegeben Punct gehen, gleich i/k=z2v-i-q. 

Von den Zahlen fi, v, p, q können, da sie unter sich 
durch zwei ünctare Gleichungen verbunden sind, zwei beliebige 
als unabhänge Charakteristiken dienen, um die Reihe zu be- 
zeichnen. Es ist natürlich, zwei Charakteristiken zu wählen, 
die sich correlativ entsprechen, wie yi, und v. So hat Chaales*) 
gethan, der zuerst gezeigt hat, dasz zur Definition einer Reihe 
nicht ein einziger Index genügt, sondern zwei unabhängige 
Variable nutig sind. Nun geben die obigen Gleichungen 

|i = 2fi — V, $' = 2v — fi 

und lassen so erkennen, wieviel Punctpaare und wieviel Gera- 
denpaare, das heiszt, wieviel Kegelschnitte mit Doppeltangenten 
und wieviel Kegelschnitte mit einem Doppel punct in einer Reihe 
existieren, deren Charakteristiken fi und v sind. 

Gemäsz dem in Nr. 111 ^£9. schon bewiesenen Satze hat man 
für einen Kegelschnitt, 

der durch 4 Puncte geht ^=:]yt; = 2 

„ „ 3 „ „ und 1 Gerade berührt fi = l, v = 4 

yf .»2 „ „ „2 „ „ f* = 4, V = 4 

„ „ 1 „ „ „ O „ $i (ff ^ 4, V = Z 

der 4 „ „ jx = 2, v = l. 

Sind die vier Bedingungen von anderer Natur, so dienen die 
zahlreichen und zum gVuszten Teile neuen Theoreme die CAaS" 
les neuerlich ausgesprochen hat, und die eine ausgebreitete 
und sehr wichtige Theorie der Kegelschnitte bilden, zu der 
Bestimmung der Charakteristiken**). Wir werden hier einige 
Beispiele geben: 

Lehrsatz 1. Der Ort der Pole einer Geraden in Be%ug 
auf die Kegelschnitte der Reihe (^, v) ist eine Curve der 
V'ten Oi^dnung, 



*) Comptes renduB, 15. föyrier 1864. 

**) Comptes rendus, 15. f^yrier, 7. mars, 27. jnin, 4. et 18. juillet, 1^ 
et 22. aoüt, 1864. 
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Denn nur diejenigen Pole liegen auf der Geraden^ welche 
Kegelschnitten entsprechen^ die dieselbe Gerade berühren ; diese 
trifft also den Ort in so viel Puncten, als es Kegelschnitte 
gibt, die sie berühren. 

Lehrsatz II. (Correlat zu I.) Die Polaren eines gege- 
benen Fundes in Be%ug auf die Kegelschnitte der Reihe 
(ft, v) umhüllen eine Curve der yi-^lßn Classe. 

Lehrsatz III. Der Ort eines Punctes, deszen Polare 
in Bezug auf einen Kegelschnitt der Reihe (fi>, v) mit der 
geraden Polare desselben Punctes in Bezug auf eine Curve 
K m-ter Ordnung zusammenfällt, die einen r-fachen Punct 
o mit s in eine Gerade R zusammenfallenden Tangenten 
hat, ist eine Curve der [fi(»»— l) + v]-/^n Ordnung mit 
fi(r — 1) durch o gehenden Zweigen, von welchen ft(*— 1) 
die Gerade R berühren. Letztere hat in o mit dem Orte 
fi.r gemeinschaftliche Puncte. 

Es sei L eine beliebige Transversale und a ein beliebiger 
Punct von L. Die gerade Polare von a in Bezug auf K hat 
dann ihre Pole in Bezug auf die Kegelschnitte der Reihe nach 
Lehrsatz L auf einer Curye v-ter Ordnung liegen» die L m v 
Puncten af schneidet Nimmt man umgekehrt beliebig auf L 
den Punct a', so bilden nach Lehrsatz II. die geraden Polaren 
von o' in Bezug auf die Kegelschnitte der Reihe eine Curre 
der f&^ten Classe die fi(m — 1) gemeinschaftliche Tangenten mit 
der Curve (i»«—l)-ter Classe hat, der Einhüllenden der geraden 
Polaren der Puncte von L in Bezug auf JS^.(Nr. 81a.). Diese 
Tangenten bestimmen auf L ebenso viele Puncte a» und da a 
ein Punct des Ortes ist> sobald er mit einem der entsprechen* 
den Puncte a' zusammenfällt» so enthält L ^(m — 1)H-^ Puncte 
des gesuchten Ortes. 

Geht L durch o, so umhüllen nach Nr. 816. die geraden 
Polaren ihrer Puncte in Bezug auf JT eine Curve der (m — r)- 
ten Classe. Der Punct o Ist also der Ort für fi(r — 1) Durch- 
schnittspuncte» das heiszt^ durch o gehen (i(r — l)'Zweige des 
Ortes. Die Tangenten an diese f((r— 1) Zweige sind offenbar 
die harmonischen Axen des Büschels der v Tangenten von K in 
Bezug auf die fi Geraden, welche in o die (i Kegelschnitte der 
Reihe berühren, die durch diesen Punct gehen. Daraus folgt 
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nach Nr« 19. , dasz, wenn eine Gerade ü s Zweige von K be- 
rClbrt, sie auch ii(s — 1) Zweige des Ortes berührt. 

Mimrot man nun an Stelle der beliebigen Transversale L die 
Gerade R slu, die s Zweige von K berührt, so werden die gera- 
den Polaren in Bezug auf K der Puncte von L von einer Curve 
der [m — (r-f l)]-ten Classe umhüllt, das heiszt, o stellt in die- 
sem Falle fi.r Durchschnittspuncte von L und dem Orte vor. 
Dieser Ort bat daher m[|Ä(m— l) + v]— iiA[r(r— 1) + *— 1] Durch- 
schnittspuncte mit der Curve K auszer o. Diese Zahl kann 
auch so ausgedrückt werden: (in-i-vm, wenn nur n die Classe 
von K ist. Daraus folgert man: 

Lehrsatz IV. In einer Reihe (fi, v) gibt es \kn\vm 
Kegelschnitte, die eine gegebene Curve m^ter Ordnung und 
n-ier Classe berühren. 

Lehrsatz V. Der Ort der Durchschnittspuncte der 
gemeinschaßiichen Tangenten einer Curve K der n^ten 
Classe und der Kegelschnitte einer Reihe ((i, v) ist von 
der Ordnung (2« — l)v. 

Eine beliebige Tangente von K berührt nämlich v Kegel- 
schnitte der Reihe, und wird von andern (2n — l)v diesen Ke- 
gelschnitten und K gemeinschaftlichen Tangenten in (2it — l)v 
Poncten geschnitten, die dem Orte angehören. 

Lehrsatz VL (Correlat zu V.) Die gemeinschaftlichen 
Sehnen einer Curve m-ter Ordnung und der Kegelschnitte 
einer Reihe (^, v) werden von einer Curve der (2»»— I)f4- 
ten Classe umhüllt. 

Lehrsatz VIL Der Ort der Berührungspuncte der 
Tangenten, die von einem gegebenen Puncte o an die Ke- 
gelschnitte einer Reihe ((i, v) gebogen sind, ist eine Curve 
der {^-^vyten Ordnung, die (i-mal durch o geht. 

Dieser Lehrsatz ist so unmittelbar klar, dasz er keines Be- 
weises bedarf. Sein Correlat ist: 

Lehrsatz VIII. Die Tangenten der Kegelschnitte einer 
Reihe (fi, v) in den Puneten, wo diese von einer gegebenen 
Geraden geschnitten werden, werden von einer Curve 
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(fi + vyter CUu9e umkSOU^ He äie §e§€beme Qermäe in v 
Funelen öerükrL 

Diese Caire bat m(fk+if) gemMDSchaftlicbe Tangeote« aüt 
•toer Corve der w-ten Classe, folglieh eotsteht: 

Lehrsatz IX. Ufe Berükrungspmtete der Kegeisekmiiie 
einer Reihe (fi, y) m// il^ gemeinMckafUieken Tangenien, 
die eie mit einer Cwrve n-ter Classe haben. Hegen amf 
einer Curve der n{j^ \ vyten Ordnung. 

Und bierroD das Correlat: 

Lehrsatz X. JHe Tangenten an die Kegelechmtte ei- 
ner Reihe (n, v) in den Puneten, wo diese von einer Curve 
m^ier Ordnung geschniiien werden, umhülien eine Curve 
der m(fi{-v)'ien Ciasse. 

Lehrsatz XL Die Zahl der Kegeisehnilie einer Reihe 
(hl, v), die einen gegebenen Abschniti ab harmonisch teilen, 
ist (i, und die Zahl der Kegelschnitte derselben Reihe, 
fUr welche %wei gegebene Gerade A, R conjugieri sind, 
ist V. 

DeDD die Polaren von a werden nach Lehrsatz II. von 
einer Corvo fi-ter Classe umhQllty die fi in 6 sich schneidende 
Tangenten hat, und die Pole von A liegen nach Lehrsatz I. auf 
einer Curve v-ter Ordnung, die v Puncto auf R hat. 

Ebenso lässt sich sehr leicht beweisen: 

Lehrsatz XII. Zieht man von Jedem Runde a einer 
Geraden L Gerade nach den Polen einer Geraden D in 
Rewg auf die Kegelschnitte einer Reihe ((i, v), die durch a 
gehen, so werden diese Geraden von einer Curve (fi-F'2v)- 
ter Classe umhüllt, welche 'Jv-mal L berührt. 

Daraus folgt: 

Wenn man von einem gegebenen Puncte Gerade nach 
den Polen einer festen Geraden in Reuig auf die Kegei^ 
schnitte einer Reihe ((a, v) %ieht, so liegen die Durchschnitts^ 
puncte dieser Geraden mit den Kegelschnitten auf einer 
Curve (fi'i-'2v)'ter Ordnung. 



1^ 
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Lehrsatz XIII. Zeffi man durch die Pole p einer Ge- 
raden D in Bezug auf die Kegelschnitte einer Reihe {{jl, v) 
conßsgierte Qeradenpaare pa, pa' in der Art, dasz pa durch 
einen festen Puncto geht, so umhüllt die Gerade pa' eine 
Curve der (^ + v)'ten Glosse, für welche D eine v-fache 
Tangente ist. 

D berührt v Kegelschnitte der Reibe, nimmt man nun einen 
Beruhrungspunet als Punct p an» und zieht die Grade ^a^ so 
so ist diese zu D conjugiert» und D stellt daher v Tangenten vor. 

Es sei nun t' ein beliebiger Punct» und man ziehe durch 
ihn eine beliebige Gerade i^i^ die D in ai schneidet. Dann ent- 
hält idi nach Lehrsatz L v Pole von D, und verbindet man diese 
mit 0, so schneiden die zu den Verbindungsgeraden conjugierteo 
Geraden D in v Puncten a'; das heiszt» dem Puncte ^i ent- 
sprechen V Puncte a'. Nimmt man umgekehrt den Punct a' be- 
liebig auf Z> an» so umhüllen seine Polaren eine Curve der 
fi-ten Classe (nach Lehrsatz 11.)» und es gehen also fi Polaren 
durch 0. Die Geraden» die man durch die Pole von D in Bezug 
auf die [t entsprechenden Kegelschnitte nach i zieht» schneiden 
/> in f» Puncten ai. Es gibt also in + v Gerade i'ai deren jede 
mit einer der entsprechenden ia* zusammenfällt» folglich u. s. w. 

Lehrsatz XIV. Zieht man durch jeden Punct a einer 
Geraden D Gerade nach den Polen einef andern Geraden 
D' in Bezug auf die Kegelschnitte einen Reihe (ti, v), die 
durch a gehen, so liegen die Puncte, in welchen diese 
Geraden die Kegelschnitte schneiden, auf einer Curve 
(fi + 1v)'ter Ordnung, für welche der Punct DD* ein ^-fa- 
eher ist. 

Der Punct DD* ist fi-fach» weil durch ihn fi Kegelschnitte 
der Reihe gehen, und er, wenn man ihn mit den entsprechen- 
den Polen von D* verbindet» fi Gerade liefert» welche dieselben 
Kegelschnitte in dem obigen Puncte schneiden. Auszerdem 
schneidet D v Kegelschnitte» deren Pole auf D liegen, in 2v 
Puncten» und folglich u. s. w. 

Lehrsatz XV. Zieht man durch einen Punct o Tan- 
genten an die Kegelschnitte einer R^ihe (//» v), so werden 
die Geraden, welche von den Berührungspuncien nach 



den Polen einer pegebenen Geraäen D gezogen sind, ton 
einer Cttrve der ('i/cf v}-r«f) Ctaate umhüllt. 

Durch o gehen fi Kegelschnitte der Reihet und also auch 
ebensoviele Gerade, die nach den entsprechenden Polen von 
D gezogen sind. Auszerdem gehen durch ft -}■ v Tangenten 
der von den Tangenten der Kegelschnitte in den Puticteii, wo 
sie von B geschnitten werden, umhüllten Curve (Lehrsatz Till.). 
Folglich u. s. vr. Es folgt noch: 

Lehrsatz XVI. Zieht man von einem festen Puncle 
Gerade nach den Polen einer gegebenen Geraden D in 
Beaug avf die Kegelschnilte einer Reihe (p., v), so amhill' 
len die Tangenten in den Funden, wo diese Geraden die 
Kegelschnitte schneiden, eine Curve {ift + vj-ler C/asse, 
für welche D eine v-fache Tangente ist. 

Lehrsatz XVil. Zieht man durch den Pol p einer 
Geraden D in Bezug auf Jeden Kegelschnitt einer Reihe 
(f», v) %wei Gerade pa, pa,', deren erste durch einen festen 
Puncl geht, und die einen gegebenen Abschnitt ef der Ge- 
raden D in einem gegebenen Doppelverhällnis9 schneiden, 
so wnkiillt die Gerade pa' eine Curve der 2v-ien Classe, 
für welche oe, of und D v-fache Tangenten sind. 

Die einzigen 'Tangenten durch o sind nämlich- oe nnd of 
und jede derselben repräsentiert v-mal die Gerade pa' in Folge 
der V Pole, die sie enthält. Auch D repräsentiert v Gn-ade pa', 
wegen der v Kegelschnitte, die sie berührt. 

Lehrsalz XVill. Zieht man für Jeden Kegelschnitt 
einer Beihe (ji, v) durch den Pol p einer gegebenen Gera- 
den B xteei eonjugierte Gerade pa, pa', die einen gegebenen 
Abschnitt ef von B in einem gegebenen anharmonischen 
Verhältfdsz schneiden, so umhüllt Jede dieser Geraden 
eine Cta^e <ix+v)-ter Classe, fUt welche B eine v-fache 



lente in Folge der v Kegelschnitte, 
I gehen durch jaden Punct n von 
B einen andern Punct H' mittelst 
iasz das Doppel verbältnist (fifiia') 
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gegeben sei, und folgKcb (i Kegelschnitte existieren, die nach 
Lehrsatz XL aa' harmonisch teilen; folglich n. s. w. 

Lehrsatz XIX. Zieht man durch den Pol p einer ge- 
gegebenen Geraden D in Be%ug auf jeden Kegelschnitt der 
Reihe (ft, v) zwei conjugierte Gerade pa, pa', die einen Ab- 
schnitt ef von D in einem gegebenen Doppelverhältnisf^ 
schneiden^ so schneiden die Geraden pa und pa' die Ke* 
gelschnitte in Puncten, die auf%wei Curven der (2fA + 3v)- 
ten Ordnung liegen. 

Wir müszen nachweisen^ dasz auf einer beliebigen Geraden 
L von den Durchscbnittspuncten der Kegelschnitte mit den 
Geraden p(i 2ft -f 3v liegen. Man nehme auf D einen beliebi- 
gen Punet a und bestimme dann a' der Art, dasz das Doppel- 
verhältnisz {efcia*) den gegebenen Wert habe. Durch a' ziehe 
man die Tangenten an die Kegelschnitte, dann enthält L nach 
Lehrsatz VH. ft -|~ ^ ßerübrungspuncte und die Geraden, die 
von diesen Puncten nach den Polen der fi 4- ^ entsprechenden 
Kegelschnitte gezogen sind, treffen D in ft-f v Puncten ai. 
Nimmt man umgekehrt auf D beliebig den Punct a^ so gehen 
durch ihn fi-|-2i/ Gerade, deren jede den Pol der Geraden 
D in Bezug auf einen Kegelschnitt der Reibe mit einem Puncte 
a, der diesem und der Geraden L gemeinschaftlich ist, verbin« 
det (Lehrsatz XIL). Die ft-f 2v Tangenten der Kegelschnitte 
in den Puncten a treffen I> tn f(-|-2v Puncten a', denen eben- 
soviele Puncte a entsprechen, bestimmt durch das gegebene 
Doppelverhäitnisz. Es wird also (/* + v) + (f* + 2i/) Puncte a 
geben, die mit einem der entsprechenden Puncte O] zusammen- 
fallen, oder u. s. w. 

Lehrsatz XX. Der Ort eines solchen Punctes x, dasz 
die Tangente, die in ihm an einen Kegelschnitt der Reihe 
(ft, v), der durch x geht, gelegt ist, und die gerade Polare 
von X in Bezug auf eine Curve K der m^ten Ordnung, 
welche einen r-fachen Punct o mit s in die Gerade R zu- 
sammenfallenden Tangenten hat, sich auf einer festen 
Geraden D schneiden, ist eine Curve der (myt, ;\r v)'ten 
Ordnung mit fA(r— I) Zweigen, die durch o gehen und mit 
f4(*— 1) mit R zusammenfallenden Tangenten. Letztere 
Gerade hat in o mit dem Orte (i.r Puncte gemein. 



288 2ne» umd pn.] 

wir n6sz«D untemicbeD, wieiriete Poncfe de« Ortes «bT 
cioer Geraden Z liegeo. Nimmt mao befiebig io D den Ponet 
n an, so geben dorcb ibn nacb Lebrsatx VII. ft-t-v Tangenten 
Ton Kegelacbnitten der Reibe, deren Berahmngf^oncte anf X 
liegen. Die geraden Polaren dieser Panete in Bezog aof K 
treffeo D in fi + v Poncteo af. Dmgefcebrt gehen dorcb einen 
Panct af roo D die geraden Polaren in Bezog aof K von m—l 
Poneten von L, den Dorcbschnittsponcten too L mit der ersten 
Polare von n^. Dorcb diese Poncte geben fi(JK — I) Kegel- 
scboitte der Reibe, deren Tangenten aof 2> ebensoviele Poncte 
a bestimmen. L zählt daber for f* -f i^ -f- fi(fli — l) = fdn-fy 
Poncte des Ortes» 

Die Ordnong des Ortes lässt sieb aocb onmittelbar bestim- 
men, nenn man beachtet, dasz er fi-mal durch jeden Ponet 
gebt, in denen D die Curve £ schneidet ond aoszerdem dorch 
die Puncto, io denen D Kegelschnitte der Reihe berührt. 

Geht L durch den r-fachen Ponet o, so bat die erste Po- 
lare von a' in einen (r — l)-rachen Punct, schneidet also L nur 
noch in andern m—r Puncten. Dadorch kommt also, dasz L 
aoszer nicht mehr als ii -^ v + ii(m-- r)Vuncte des Ortes ent- 
hält, das heiszt, fi(r — 1) Ziveige des Ortes gehen durch o. 

Die Tangenten der ii(r — 1) Zweige des Ortes in o sind 
offenbar die Tangenten an die ersten Polaren der ft Puncte, in 
denen D von den Tangenten an die f» Kegelschnitte der Reibe, 
die durch o geben, geschnitten wird. Daraus folgt, dasz, wenn 
iT in ^ Zweige hat, die eine ond dieselbe Gerade berühren, 
diese tf— I Zweige jeder ersten Polare berubren mosz, also 
|[i(^— 1) Zweige des Ortes* 

Ist L in die gemeinschaftliche Tangente der s Zweige 
von Kt so berührt sie s — 1 Zweige der ersten Polare von af, 
i\eL in noch weiteren m—r — 1 Puncten schneidet. L enthält 
also noch |li + v + |[*(w—r — 1) P6ncte des Ortes, das faeiszt, o 
repräsentiert in diesem Falle (i,r Durchschnittspuncte von L 
mit demselben Orte. 

Aus diesem Satze kann man augenblicklich den Lehrsatz IV, 
erschlieszen. 

U. 8. w., u. s. w. 
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In den meisten Theoremen, die Chasies gegeben bat, be- 
merkt man folgende stets wiederkehrende Eigenschaft, dasz die 
Zahl der Kegelschnitte einer Reihe (fi, v), welche einer fünften 
gegebenen Bedingung geniigen, durch ein Binom von der Form 
ufi-i-ßv ausgedrückt ist, worin a, ß von den Charakteristiken 
fi, V unabhängige Zahlen sind, deren eine auch Null sein kann* 
Die Zahl afi + ßv hat Chasies den Modulus der vorliegenden 
Bedingung genannt. 

Der Lehrsatz IV. zeigt, dasz, wenn die fünfte Bedingung 
darin besteht, dasz eine Curve /?«>ter Ordnung und a-ter Classe 
berührt werden soll, der Modulus genau gleich afi -i- ßv ist. 

Folgendes ist die Methode, die Chasies angibt, um die 
Charakteristiken der Reihe zu berechnen, die durch die Kegel- 
schnitte gebildet wird, welche vier gegebenen Bedingungen ge- 
nügen sollen. Diese Bedingungen mögen durch die Symbole 
Bi» B^i B^9 •84 bezeichnet werden, und ihre Moduln seien 
%f* + Av> a2f*+|52^^ «9f*+ft^* «4f* + i^4^- We Zahl der Ke- 
gelschnitte, die durch vier Puncte gehen und der Bedingung 
By genügen, ist <X|-f2j?i, was wir folgendermaszen bezeichnen 
wollen: 

Um ebenso auszudrücken, dasz die Zahl der Kegelschnitte, 
die durch drei Puncte gehen, eine Gerade berühren und der 
Bedingung Bi genügen, gleich 2ai-f 4j?i ist, schreiben wir: 

Dem analog hat man: 

Z(2|i,2^,Äi) = 4«i-f4A, 
Ä(l/^,3^,2?,) = 4a,+2Ä, 
Z{igyBi) =2«i+ft. 

Das heiszt, die Kegelschnitte, die durch drei Puncte gehen 



*) Der Herr Verfaszer macht mich in der diese Note begleitenden Zu- 
schrift anf die für die deutsche Uebersetzung höchst zweckmäszig gewählte 
Bezeichnung: ;> = Punct, 5r = Gerade, J5 5= Bedingung, Z=:Zahl aufmerk- 
sam. D. Uebers. 

Cremonaf ßbene Curven. ]g 



2W 

nfctefffoftcs f»:=:fl^^%^ ir=:i^^4A Wmd, WM »ir a^ fU- 

^6WB^ 1^ 6MV MZdChsCB WMK9 S 



omI dMi aaal«g: 

fir, l#, Ä.) = (2-, +4A, 4«i +4Ä); 

dl», 2^. Bt) = (4«, +4A. 4^ +2A); 

0^. Ä.) = (4«i +2ft, 2«i + A). 
bt ■■B 44|»-|'As*' '^ llodalas der Bediogang B^, s» habe* wir: 
Z(^.BtB^ =«i(«i+2ft) + Ä(2a»+4A), 

ZC^, l#, Ä,«,) = «,(2«i +4/r,) +Ä(^+^). 
«1^, 2^, ÄiÄ,) = «^4«,+4A)+ A(4«, +2ft). 

Z(Sff,BtB^ =«^4«,+2<Jj)+A(2b.+A); 
aas denen folgt; 

S («,«, + 2(«,^, + A«i) + 4ft fe äe^o, -I- 4(«ifc + ft e.) + 4^^, 

(Ip, V, Ä,Ä^ 
s (2«,«« + 4(«,/J, + A«j) + 4A/J^ 4«,«^ + 4(.ttiß»+ßi<H)+2ßißt). 

s (4«i«» + Moiß» + A««) + ißißt. 4«,«, + 'i(«,ß, + A«J + AA). 

Nehmen wir jetzt noch die Bediogang A, hinzu, so er- 
balten wir: 

Z(^,BiBtB,) = ««.t«i«t+2(«fiA+A«i)+4AAl 

+ A 12«,«, + 4(aiA + A«.) + 4A AI. 
Z(l|», Iff, BiB^) = «8»2«i«,+ 4(«,A+Ä«8)+4AA«) 

+At4«,«i+4(«,A+A««)+2AAI. 

ZCiff, BiBaB,) = «,t4«,«8+4(«,A+A«^+2AAI 

+ A(4«,«j+2(«,A+A««)+AAh 

woraue man erhält: 
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Wie eioe Reihe von Kegelschnitten» die vier gemeinschaft- 
lichen Bedingungen genügen, sich mittelst zweier unabhängiger 
Charakteristiken bestimmen läszt» so kann man ein System von 
Kegelschnitten, die nur drei gemeinschaftlichen Bedingungen 
Bi9 ^2* ^3 genügen, mittelst dreier Zahlen A, fi, v definieren, 
deren Bedeutung durch 

Z(2p, 35) = i, Zfl/?, Ig, 3ä) = ^, Z(2^, 3ä) = v 

gegeben sind, und man kann also die symbolische Gleichung 
aufsteilen 

(31?) = (A, fi, v). 

Aus der oben für die Zahl der Kegelschnitte, welche fünf 
Bedingungen genügen, gefundenen Formel, leitet man die Werthe 
von il, ft, V als Functionen der Coefficienten (cr|,/3|), (ci^9 ß^» 
(«8, ßi), der Moduli der drei Bedingungen B^ B^t B^ ab, nämlich 

l =Ä + 2»+4tf + 41D, 
^=:2il + 4}5 + 4e + 2D, 
V =:4il+4» + 2tf + lD, 

vrorin der Kürze wegen 

gesetzt ist. 

Ist TT das Symbol einer doppelten Bedingung und auszerdem 

(2p, WO = (a?,y), (1/?, V, PF) = (y, «), (2^, TT) = («, tt) ; 

und führt man in diese Reihen nach der oben auseinanderge- 
setzten Methode von Chasles nach und nach die Bedingun- 
gen 5|, B2,i B^ ein, so findet man 

Setzt man nun 
das heiszt: 
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4a + 4*+2c = «, ia+2ö+e =ti; 
so hat man zwischen den Groszen w, p, z, u die Relation: 

(1) 2a?— 3y + 3«-2t< = 

und für a, b, c die Werte: 

f 4a = 2ti — «, 4c = 2d7 — y. 



(2) 



I -"^ — -— -^^ ^^ — —^ if* 

1 8d = 2(2y — «) — 3(2a: - y) =-. 2(2» - ») — 3(2ii— «). 



Für jeden Specialfall ist es nicht schwer die Zahlen o;» j^» 
s, ti zu bestimmen, dann liefern aber die (2) die Groszen a, ö, 
c, und so gelangt man zu der Zahl der Kegelschnitte, welche 
drei einfachen und einer doppelten Bedingung gehiigen, nämlich 

Z(35, W) — aXi-ö(i + cv ♦). 

Beispiel 1. Die doppelte Bedingung sei die doppelte 
Berührung mit einer gegebenen Curve FF der iTi-ten Ordnung und 
n-ten Classe, die d Doppelpuncte, » Spitzen, t Doppeltangen- 
ten und t Wendepuncte hat. Mach Nr. 103. ist die Zahl x der 
Kegelschnitte, die durch drei gegebene Puncte gehen und eine 
doppelte Berührung «mit W haben, gleich der Zahl der Doppel- 
puncte einer Curve (2»»-fi»)-ter Ordnung, 2m4er Classe , mit 
i-t-^fn(m—l) Doppeltangenten, folglich ist nach Nr. 100. Gleich. (7) 

2a? == 25 + 3«i(«i — 1) + ii(4m + n - 9). 

Es ist ferner evident, dasz die Zahl der Kegelschnitte der 
Reihe (2p, W), die aus einem Paar Punqten bestehen, gleich ist : 

2a?— -y = 2m(m — 1) 
also 

f/=s2d + »i(»i— 1) + n(im + «—9). 

Die Zahlen s, u sind die Correlate von y und x, also gleich 

s = 2t -h w(«— 1) + m(in + m —9), 
2u=z2v + 3i»(ii— 1) + m(in + «i - 9). 



*) M. s. d. Comptes rendus, 7. novembre 1864, p. 776. 
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Der Relation (I) wird genügt, und die Gleichangeo (2) geben: 

4a = 2ii(n— 1), 4e = 2»i(»t— 1), 

8^ = 8«ifi— (m« + n«) --7(1» + «) + 2(d + t) . 
oder auch naeh Nr. 99., Gleichang (1) und (2): 

Die Zahl der Kegelschnitte des Systems (X, fi, v) also, welche 
eine doppelte Berührung mit der Curve W eingehen , ist: 

in(n — 1)X + llBmn—^m + n) — 3(k + 0]f* +i»i(»i— l)v. 

Beispiel 2. Die doppelte Bedingung sei eine dreipunctige 
BerQhrung mit der Cnrve W. Die Zahl J? ist in diesem Falle 
nach Nr. 103. gleich der Zahl der Spitzen einer Curve der 
(2i»'|-n)-ten Ordnung, 2i»-ter Classe, mit ^ Wendepuncten ; folg- 
lich nach Nr. 100. Gleichung (5) gleich : 

In der Reihe (ip, W) können keine Kegelschnitte existieren, 
die aus zwei Puneten bestehen, folglich ist 

207-^^0, 
also 

y = 2(3n+»), 

und hiervon die Correlate 

e ;= 2(3«» -f » ii = 3m + *. 

Der Gleichung (1) ist genügt, da man nach Nr. 100. Gleichung 
(5) identisch 

hat, und die Gleichungen (2) geben: 

a = 0, ö=^i(ßm + i), c = 0. 

Folglich ist die Zahl der Kegelschnitte des Systems (A, fi, v), 
die eine dreipunctige Berührung mit der Curve W eingehen, 
gleich 

1(30» -f Oft oder 1(3» ^ %)ii. 
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Beispiel 3. Der doppelten Bedingung substituieren wir 
jetzt zwei einfache Berfihrungen mit zwei Curven F, P von den 
Ordnungen m^ m'^ und den Classen n^ n'. Die Zahl x ist in 
diesem Falle nach Nr. 103. gleich der Zahl der Durchschnitts- 
puncte zweier Curven (2i» + »)-ter und (2i»'+ii')-ter Ordnung. 
Folglich ist 

X = 4mm' + 2(»i»'+i»'«) + nn\ 

In der Reihe {^p, Y, F') ist die Zahl der Kegelschnitte, die 
aus einem Paar Puncte l^estehen nach Nr. 111 M». 

2a?— ^ = 4mm^ 

und hieraus erhält man 

y = 4mm' + 4(mn' + m'ii) + 2iwi', 
und als Gorrelate 

% = 4nn' 4- 4(mn' + nmf) + 2mm', 

u = 4«n' + 2(mn' + nm*) + mm*. 

Diesen Werten gemäsz, die der Relation (1) gendgen, ge- 
hen die Gleichungen (2) 

a = nn\ b = m«' + nm\ c = mm,\ 

Folglich ist die Zahl der Kegelschnitte des Systems (A, fi, v), 
welche zwei Curven F, V berühren, gleich 

nn'l-\- (jnn* + iim')fi + mm'v. 

Mit der eben auseinandergesetzten Methode kann man auch 
die Charakteristiken A, ft, v eines Systemes {B, W) von Kegel- 
schnitten, die einer einfachen und einer doppelten Bedingung 
unterworfen sind, bestimmen. Darauf kann man eine neue 
Doppel-Bedingung W einfOhren und gelangt so zur Bestim- 
mung der Charakteristiken der Reihe (fT, W) und zu der Zahl 
Z{B, W, W) der Kegelschnitte die einer einfachen Bedingung 
und zwei Doppel-Bedingungen Genüge leisten. 



Druckfehler« 



Die nachfolgenden Druckfehler, die ich zum groszen Teile der genauen 
Revision der Uebersetzung durch den Herrn Yerfaszer verdanke, namentlich 
da, wo eine vielleicht nicht ganz klare Stelle, in einer etwas veränderten 
Art zu übersetzen ist, bitte ich vor dem Gebrauche des Buches verbeszem 
zu wollen. Manche der Verbeszerungen sind jedoch, obwohl durch den 
Sinn selbst nicht gefordert, nur auf Wunsch des Herrn Verfaszers aufgenom- 
men, einzelne, die zum Teil die Feinheiten der Sprache betrafen, wie die 
Aenderung denn für das begründende nämlich^ habe ich ganz unterdrückt. 
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und der Bedingang Bi genügen, bilden eine Reihe, deren Cha- 
rakteristiken ^ = «1+2/51, V = 2a, + ißi sind, was »vir auf fol- 
gende Weise bezeichnen wollen: 

{3p, B{)= («1 +2ft , 2a, +4ft); 
und dem analog: 

(2l?, 1^, Bi) = (2«i +4A, 4ai+4ft); 

(II», 2^, Äi) = (4«i +4/J„ 4«, +2|J|); 

(3^, Ä,) = (4«i + 2|}„ 2«! + ßi). 

Ist nun «sft-f-ßav der Modulus der Bedingung fij, so haben wir : 

Z(a!p, Ä,BJ = ffa(«i +2/J,) + /S8(2«i+4(S,), 

ZC?P, ly. Äifia) = «a(2«i +4iSi) HSa(4o(i+4ft), 

Z(ll», 2^, Ä,Ä,) = ««,(4«, + 4Ä ) + Ä{4«, + 2ft ) , 

Z(3#, B»Ä,) = «i(4tfi + 2iSi) + /Sa(2«, + R) ; 

&n> denen folgt: 

(2p, ÄiÄ,) 

= («lOa + 2(«,(Ja + A«a) + ißtßi. 2«,«a + 4(«i A, + ft «a) + 4A|Sa), 

(Ij», \ff, J»,Äa) 
= (2«i«a + 4(«i|S8 + A««a) + ^A/^a» ^«i«a + ^(«i/*« + ft««) +^ßiß**- 

C2g, BiB^) 
= (4ai«a + 4(«,|S» + ft««a) + ^ßißi, 4«,«a + '-«(«i/S, + ft«») + ft/J,). 

Nehmen wir jetzt noch die Bedingung B^ hinzu, so er- 
halten wir: 

Z(^,ÄiÄ,fi,) = «8t«i«a + 2(«i(Sa+A«.) + 4A/Ja} 

+ ftl2«i«a + *(«i(Sa + /S,««) + 4ft/Ja}. 

Z(lp, \g, BiB^Bt) = «8l2«i«(a+4(«i/Ja+A«a)+*Al'2l 

+ A {4«,«a + 4(a,/Sa+ A««)+2A/Sal. 

Z(2g,BiB^) = «8{4«,««a+4(«,/J,+|J,«g+2/?i|S,| 

+ Äii4«,«a+2(««,|S, + /Si«a)+ft|8a); 
woraus man erhält: 
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